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ebbene le materie ài (jfuesf opera- non nsgoixrdino 
particolarmente il Militare y straniere però non sono 
alla Scienza del medesimo ; giacché sono" dirette alla 
coltura ed al vantaggio delle' Matematiche Discipline y 
dalle quali le Armi y ed in ispecie' ì jirtiglieria ed il 
Genio. y riconoscono appoggio e raffinamento: Tuttat 
volta ^ qualunque ne sia il laro soletto' scientifica i 



alta Dignità e Spkndjre dèi Ifome di V: E.; ed 
a^ suoi vasti e profóndi Lumi, sono desse, un ben 
doi^uto Ontario ed attestalo di dev(aione. La Beni-^ 
gnità ^ colla quale V. E^ ha sempre accolto chi agli 
studj delle Matematiche si dedica y mi ha dato il 
coraggio di {unirle avanti con questo libro ; e la qua-- 
Utà che ho di spendere dal Ministero deW E. V4 mi 
otterrà , io spero y compatimento^ E se P^. E. , non 
mirando alla tenuità di questo mia picciolissimo tri^ 
buio y potò graziarmi deW alto onore di collocarlo sotta 
il Fregio de suoi Titoli ^ di tanto favore riconoscente y 
con tutto il pili profondo ossequio e colla più f/is/a 
obbligazione mi sottoscriva 



Ddr Eccellenza Fostra 



Wntiliss. eDivotiss. Servidore 



ALV INTELLIGEJTOE E DISCRETO LETTORE. 

XJtie priaeìpì uoiversali sono in Natnnr^ il contìnuo e ii discondnìÈo^ 
intorno a' quali aggiraci , come intorno a' P^ppn cardini , tutta X Anatisi 
Sublime. Rapportarti i suoi Ite rami , cioè il Calcolo delle Differense , il 
Differenziale, e quello delle Kflerense miste, con poclie adequate divi- 
atoni e definisioni; dedurne delle Ibadamentali conseguenze sul nesso, e 
sui rapporti di talf (]!alcolij legare le teorìe delle serie con quelle delle. vr.« 
riabili ; offrire de' nuovi risultali d* applicaaione air Interpolaeione j esporre 
il principio generale , e dipingere le immagini della corrispondenza tra la 
Geometria e V Analisi : eccoti , intelligente Lettore y il tentativo de/ primi 
due Capitoli. Mostrare poi nelle ulteriorì applicasioni i metodi generali 
della Divisione, Iscrìaione, e Circoscrizione delle figure j e vedere di 
connettere sotto lo stabilito sistema di principj delle nuove ricerche: ec- 
coti , Lettor discreto , i punti e lo scopo de' miei esercizj matema€Ìoi ne"^ 
quattro Capitoli susseguenti. Tale è il piano dell' Opera , che ti offro ; 
quale in se stesso è vasto , vario , ed ameno. Ma ad abbracciare la di lui 
estensione , V edizione andava tropp' oltre , e mestieri mi sarebbe stato di 
far pi« volumi. Soppressi quindi e ritirai una parte del lavoro già eom- 
j>ito ne' manoscritti , e lasciandoti a riconoscere la generalità ed il corsa 
^elle idee, vedrai ancora il punto, coi s'arrestano le mie applicazioni. 

Credo, che se F esecuzione del libro corrispondesse al sovraesposta 
piano, bastantemente emergerebbe la di lui importanza. Ma se l'impor- 
tanza generale sussiste , qual sarà poi ne* risultati delle mie ricerche la 
misura della loro importanza particolare? Yarj sono i generi e i gradi 
d* importanza nelle cose di professione scientifica ^ o pratica. La corno-- 
dita , semplificazione ^ spiegazione , aggiunta , ed invenzione. Se nell' at- 
tuale stato deUe Scienze^ o delle Arti, contar si dovesse soltanto la pri* 
maria e pratica importanza pegli usi sociali , del gran numero di cose , 
che escono alla pcibbiica luce delle stampe , poche o ninna il merita 
avrcbbono di siffatta pren^tiva. Ben era facile agli uomini d'ingegner 
cogliere di questi allori , alforaqoando le Scienze e le Arti stavano an^ 
cera presso la loro culla. Oggigiorno , che molti spazj ^ ed i più ^ropj , 
sono riempiti , arduo riesce gettar la palla ne^ rimanenti siti vuoti. Se si 
mira alT infinito oscuro abisso della Natura, egli v' è molto a conoscere^ 
ed a scoprire: se mirasi alla naturale mquietudrne e limitazione dell' Uo« 
me, egli v' è molto a congetturare , che dopo un certo termine liulla 
pia trovisi , e si ritomi indietro. Ed ei sembra in generale , che pia 
air ordine ed alla naturale successione delle oose , di quello che alF as** 
soluta preminenÌBa tra'' buoni ingegni , attengansi gli avanzamenti e le 
nuove sc<^rte ^ che si vano^ di mano io mano aggiungendo a qualcfaio 
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taino di cognia^ioni Aa coloro che $uaces«ivamcatc vi si occupr^ò , sup- 
posto eguale il concorso delle altre numerose circostanze. *Nè egli è in- 
yerosimile Y immaginare , che nuli' abbiavi di privativa fra' primi intelletti 
unit^sali, se non in quanto ai varj azzardi, ed aiP altre cagioni estranee 
alle* virtuali loro facoltà. Cosi le Scienze .più divengon ricche, e piii si 
sottilizzano nelle menti degli uomini j più «t diseostano dai primi gradi 
d' importanza. Cosi ancora per la byaona , o mala ventura de' còlti inge- 
gni , nel progresso naturale delle umane cognizioni , ad ingegni pari , ed 
a sforzi eguali , risoonder debbono successi diseguali. Quindi il giudizio 
sulle produzioni dell' intelletto molti riguardi esige e cautele ad essere 
giusto; e può in vero assai più ricadejrc sulla produzione , che suU' in- 
leUello. medesimo. Ma. per ragionare in particolar modo delle Matemati- 
che , primieransK^ote giudico essére per loro un vero acquisto le riduzioni 
e generalizzazioni , quando restringano la stessa massa in minore spazio. 
In .secondo luogo aon sono elleno da credersi già pervenute sino agli 
ultimi confini' compatibili colle umane forse; e vi /estano .accora dello 
lacune nel loro interno ad asciugare ed a rendere ubertose. 

Ora discendendo al mio punto, sebbene io' non mi aspirassi che all'im- 
portanza scientifica e leoricia, a- maggior lume e vantaggio delle Dottrine 
matematiche , tengo però metivo «li opinare , che varie ri^rerche di questo 
libro ottener possano la estimazione . di qualche decisa utilità pratica , spe« 
cialmente pegli Ingegneri ed Architetti , come me lo persuadono i suc- 
cennati metodi per le figure 9 ed altri miei risultamenti. Se ciò sia ; non 
mi resterà che di farti qualche parola , o Lettore , sul contesto del libro , 
e sulla sua esposizione. In questo impossibile cosa e l' incontrare il genio 
di tutti. Amano alcuni un ordine , alcuni un altro. Chi brania molta dici- 
tura, chi poca. Varj. Aiialisti vorrebbero solo vederle pagine seminate, di 
calcoli^ altri Geometri le sdegnano. S'introdusse persino oggidì, dopo' le 
eccellenti Opere del Sig. La-^Grange , differente gusto per le figure. Pa- 
recchj ne adottano il disimpegno coi solo indicarle, ed abbandonano al 
lettoci, se gli fa d'uopo^ la pena di fiirsele. Altri ne pongono a dovizia, 
e quasi stringono la mente nelle angustie de' ca^i particolari delle figure 
tracciate. Fra questi iacaglj adunque, non volli ^ né farmi poteva una leg- 
ge di seguire il genio altrui; ho seguito il mio. Apparirà desso variato^ 
e potrà co^ forse accontentare e gli uni e gli altri. Però mi stimerò for- 
tunata, se esso sia per aggradire al numero de' più giudiziosi ^ profondi 
Geometri. 

Accoglj pertanto, o Lettore, favorevolmente il Libro, ed u^a benigno 
compatimcntOs alle sue imperfezioni , come ben debita concessione all' U- 
manità, ed. allo zelo di chi scrisse^ si per l'amore delle Scienze esatte, 
quanto per la sua buona volontà di giovtire colle ^ue fatiche a quelli^ 
part^ 4i Pubblico 9 ck^ lo riguarda. Yiyi felice* 
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CAPITO L O L 



Divisioni e definizioni prelitninari» Comparazione AnOflitiea 
di due serie. Applicazioni alV interpolazione ^ ed alle serie 
delle differenze , e de^ differenziali. 



o, 



5. I. V^nde procedere con cliiarez^a hi qmcstc ricerche-^ 

stabiliamo le seguenti distinzìoiin 

IDìstingTTev^TÀo If) variabili ii\ eontinue j e discontinue. 
Variabile continua è quMIa , la cui varìaaìosie, a diffe- 
renza 9 può sempre considerarci minore tli qualunque quan* 
tita assegnabile. Variabile dfseóntinua h quella , la di cui 
variazione , e differenza 9 è finita ^ della quale , cioè , pu^ 
assegnarsi una quantità minore. 

Distingueremo inoltre l'indeterminato in assoluto ^ e re» 
lativo. L'assoluto è quello^ di una quantità suscettibile d*o<* 
gni valor possibile 9 de** quali niuiio viene assegnato : ed il 
medesimo deve intendersi , non solo fra i limiti estremi di 
tutte le quantità, mA aficora fra dati limiti. L* indetermì-^ 
Bato relativo è quello di ulka quantità suscettibile soltanto^ 
di una determ^lnata serie di valori , de' quaU ninno è asse* 
guato. 

5* ft. Segue pertanto 9 che se la variazione 9 0* differenza 
della variabile principale, o indipendente 9 alla quale tutte 
1' «Fltre si riferiscono ^ sarà assolutamente indeterminata ^. 



quella variabile e le me dSpencIenti saranno variabili con- 
tiuue. Se poi T accennata differenza sarà determinata, o solo 
relativamente indeterminata , la variabile principale e le sue 
dipendenti saranno discontinue. Segue ancora , che le fun- 
zioni variabili discontìnue dimandano esclusivamente il Cal- 
colo delle Differenze 9 e che le funzioni variabili continue, 
potendo altresì considerarsi variare per gradazioni finite , 
saranno Soggetto d'applicazione del Calcolo delle Differen- 
ze, o del Differenziale, o d'amendue insieme. 

$. 3. Rilevasi inoltre che , sia pel caso determinato , o 
relativamente indeterminato , sia pel caso assolutamente in- 
determinato nella differenza , il Calcolo delle Differenze po- 
trà sempre servire di Strumento generale di Calcolo, cosi 
nell'origine^ quanto nel progresso di ogni ramo dipendente 
dai Ire casi^ ovvero dai due, giacché il primo può aversi 
contenuto nel secondo. Cosi infatti il Calcolo Differenziale 
ha la sua origine in quello delle Differenze : avvegnaché in ^ 
seguito riducasi ad un ramo, separato sotto differenti no* 
2Ìoni, o termini ciressi siano, concentra.ntisi nella natura 
del: terzo caso 9 il quale porge un metodo semplificato, e 
icbe dividendosi in più gran parte il dominio nella Natura 
co* due primi, può eziandio erigersi da per se solo, e quasi 
indipendentemente dal comun fonte , a costituire un Meto* 
do distinto , siccome accadde con quello delle funzioni ana- 
litiche di La-Grange. 

J. 4' Reciprocamente , se una funzione variabile , consi- 
derata dapprincipio per discontinua , potrà esser ridotta a 
minor grado di discontinuità: o in questa riduzione ammet* 
ierà per limite il grado zero^ e sarà di sua natura una va-» 



riabile continua : o non ammetterà per grado minimo che 
una quantità sopra lo zero , e sarà allora di natura sua dì*- 
scontinua. Se consideriamo tal funzione come il termine ge- 
nerale di una serie 9 la natura di questa funzione determi- 
nerà adunque l' interpolabilità , o non interpoiabiiìtà della 
serie ; e nel caso interpolabile il grado massimo d' interpo* 
lazione corrisponderà al minimo di discontinuità della fun- 
zione, o del termine generale della serie. 

5. 5. Noi non considereremo generalmente, che le fun- 
zioni variabili continue di loro natura , quali sono le cin- 
que semplici e le loro composte, trattate per l'ordinario 
dagli Analisti, e che abbracciando ciascuna ogni valor pos- 
sibile, FoTtnano propriamente il caso generale. Cosi la loro 
dìscontinnità sarà convenzionale ed arbitraria , non dipen- 
dendo dalla natura o legge della funzione stessa , come nelle 
funzioni discontinue' propriamente dette, quali sono quelle 
dair Eulero chiamate inesplicabili , la di cui spiegazione 
consiste nelle divisioni e definizioni sopra stabilite, per le 
quali vedesi , che non potranno formare , se non de' casi 
particolari , o de' particolari rami d' Analisi. 

5- 6. Poste queste cose , sia x^ una funzione variabile con- 
tinua di u. Se la riguardiamo come una variabile disconti- 
nua , li cui stati Xuy x,,^, , ec. corrispondano al li successivi 
u, u+ I , ec. di u; essa rappresenterà il termine generale 
di una serie continuamente interpolabile, la quale abbrac- 
cierà in conseguenza tutto il Sistema della Numerazione 9 
ossia tntti i possibili valori. Ma fatta astrazione dalla na- 
tura della funzione Xu , e quindi dal grado d' interpolabilità 
della serie, rappresenti tal funzione il termine generale di 
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una sejrie qnalpiiqna , corrìepondente al numero de* tennis- 
DÌ 9 o ìndice u. Egli è indiiFerente di iUsar V orìgine della 
serie da un qualunque suo termine , egualmente che per 
l'origine delle ascisse, cui la serie stessa geometricamente 
può rappresentare su di un dato asse. Io la supporrò per 
maggiore convenienza corrispondere ad u=sso. In questo mo- 
do il termine generale x,, è T^ u + i y*^ ; la serie si stende 
dair origine ò , pegU indici positivi e pai negativi , in due 
tratti opposti. Vedremo in appresso ^ come dal Calcolo spon- 
taneamente ne nascano gU indici fratti. " 

Sia /„ il termine generale di un' altra 'serie , e sia data 
fralle due una qualunque relazione* Se questa verrà espres^ 
sa da un'equazione, i due termini generali x^,/,, , saranno 
l'uno per l'altro determinabili. 

$. 7* Quella relazione potrà poi esser data da un' equa- 
zione qualsivoglia alle differenze miste jF7=:o. Non censi- 1 
dero il caso degli integrali misti nell' equazione ; giacché la Sj 
potremo ricondur sempre alle sole differenze miste col soc- 
corso di altre equazioni sussidiarie. Se infatti , indicando 
per 9 una funzione di ^,/,/«/, e delle loro differenze miste, 
esisterà nella Fss^o qualche integrale misto di qualsivoglia 
ordine /"' dw' 2" <p ; posto asso =«2^9 nascerà la sussidiaria 

equazione 9 s= A'i j . 

S- 8. Dimostreremo qui opportunamente d' una maniera 
assai breve e generale , che nell' ipotesi della differenza, o 
dell' aumento della variabile principale, costante; le opera- 
i&ioni de' due Calcoli sono indipendenti , restandone in con- 
seguenza indifferente l' ordine nell' eseguirle. 
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Asramò perciò la nota forinola, che dà il rapporto trai- 
le diffèrense e i difierenziaiì 

/ lo »tesso potrà fitirsi ■ ooll* inversa 

«Otto le note convensìoni ^ « nella qnale m può esawe pò* 
£Ìtivo , o negativo ; e ne nasce lo sviluppo (A) 

ove h^ , 7i'i„ 9 ec. sono i coefi&cieutl numerici dello sviluppo 
dì (e*' — ^•1)"% epperciè indipendenti da «>, e da y„. 

-Sia n un altro numero intero^ positivo o negativo; e lo 
sviluppo (A) essendo vero qualùnque funzione sia / di u , 

-^^y* Con ciò si avrà 

Pjrendìamo adesso il differonzialé »•''"*« della stessa equa- 
zione (A), ed avremo 

vale a dire lo stesso riisultato di dianzi. 

Adunque 9 qualsivogliano numeri interi, positivi o negati- 
vi 9 siano m , ed n , si ha sempre neil' ipotesi di «>* costante 
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mettendo invece delle caratteristiche A , i2 , &d indice nega- 
tivo, i segni integrali Z,/, coir indice positivo. Il dbie è 
quanto volo vasi dimostrare. 

$. 9. Ora noi daremo in questo primo Capitolo alcuni ri* 
sultati della generale comparazione analitica di due serie. 
Giudicheranno i Geometri della loro novità, e della loro 
importanza almeno nello spirito della Scienza. Innanzi perà 
mi faccio a considerare due casi generali , il primo de' 
quali ci dà un teorema non affatto conosciuto nella gene- 
ralità, in cui viene annunciato; ed il aecoado presenta un 
metodo ed una formola di un uso più comodo e spedita 
degli ordinar], nelle medesime ipotesi. Per questo stabilia- 
mo il seguente. 

5> IO. Lemma» Nell'ipotesi della differenza della varia- 
}>ile u costante , se sarà j„ una funzione di u razionale ed 
intera del grado n^ drcot i.^ che la differenziale ; ^.^ che 
la differenza ; 3.^ che la differenza-differenziale qualun- 
que, delF ordine m<n; saranno delle funzioni razionali 
ed intere del grado n — m* 

i.^ Sia y^ = aW + hw^' + cW^^ + +lu^ +hu + k^ 

Coir effettiva differenziazione ottien&i cubito, com'è chiaro^ 

'~;^)=iAw-^ + Bu''^-^' + '^r Hu + K; 

ji ^ Bj ec* essendo i coeflScienti che ne nascono* 

sJ^ Preso lo sviluppo (À) del 5* 8 9 vi si sostituiscano i 

valori di \-£^)^ V rf^m+. )^ «e, nella nostra ipotesi. Es- 

sendo queste differenziali, pel n.^ i.^ precedente, altrettan- 
te funzioni razionali ed intere di u , di n—m^n^^m — i ,, ec» 
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dimensioni rispettivamente 9 8Ìno alla dimensione zero , ossia 

(à' y \ 
j n ) ^gusil^ ad una quantità co- 

stante , V altre in seguito si annulleranno , e nascerà 
xxn^ espressione della forma 

A'"y s= -^V*-^ -f- S'u"-^*-» + + H'u + A"'; 

•determinandosi i coefficienti A\ B\ ec. coir effettiva «0- 
tstituzion^. 
3.^ Essendo p , q numeri interi 9 e /> •+- ^ = m , pongbiamo 

nello sviluppo sovracitato (A), p in luogo di m, e \'^[^) 
in luogo di 7 9 e nascerà (B) 

dili-) ^•'C dll^) + ^«^'(^irq::) +''V«^<À?Hr') + «^- ' 

essendo h^^ h'^ ^ ec. i coefficienti dello sviluppo di (e^ — iy. 
Se sostituiamo qui dunque , €ome sopra , i valori di 

'duFÌ^ \d^+^)^ ^^- > risulterà un polinomio razionale 
ed intero del grado n — m 

dì eui i coefficienti A^^B"^ ec. potranno effettivamente deter- 
miuarsi* Ora i numeri interi p^ é q sono arbitrar] : dunque 
riesce dimostrato ciò che si propose in terzo luogo. I coeffir 
cienti A"^ B'\ ec. cangiano al cangiare de' numeri p^ e q. 

S* IX* Segue pertanto, che ee la funzione y^ è razionale 
ed intera del grado t», la differenza, la differenziale, e la 
differenza mista di essa funzione , deir ordine n/**"^ , garan-* 
no costanti. 






s 
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$. ish. Del reUo è facile vedere , die il precedente Lemma- 
ha luogo altresì supponendo alcuni, o tutti, de^ numeri 
^^P^q negativi; purché »^ intendano cangiate le difFeren- 
2e , o difFerenaiali d' ordine negativo ne^ corrispondenti ior* 
tegrali. 

$. 1 3. Ciò posto : . 

Sia j„ = sx„ -f rr^, -f- qx^^ ^ ^.^.. + Sar^-^H-, + or^--^» 9^ 
cioè il termine generale della serie cercata sia dato imoie- 
diatamente in funzione esplicita,, ed eguagli la son>ma di 
n termini consecutivi della serie proposta , moltiplicati per 
de' coefficienti costanti a,&....^,r,^ Da que&ta formazio*^ 
ne si vede ,. che se la data serie sarà alle differente m^"^^ 
costanti , la cercata sarà pure alle differenze mJ^'"^ costanti. 
In generale risulta dal Lemma del S« i^f ^^^ se y^ sarà 
eguale ad una funzione razionale ed intera de' termini' gè- 
Hcrici della proposta rappresentata da x^ , e de' loro indici ,. 
ed avrà questa le dlifferenze miste mJ*'^ costanti, la cercata, 
le avrà pur costanti , d' ordine pia elevato. Avvertirsi , ch^ 
sotto il nome di differenze miste ^ intendonsi comprese le^ 
differenze semplici, e le differenziali. 

Se in luogo di censiderafe due serie soltanto, ne sup«» 
porremo na numera qualsivoglia ,. vedremo risultarne dal* 
Stemma eitatc^ it Teorema generale „ che , se la relazione 
fra la cercata serie e le date, sarà espressa da una £unzìo«^ 
me esplìcita razionale ed intera degli indici e termini gè- 
Berali di tutte le date serie ; allòrchè^ queste saranno alle 
differenze miste costanti , la cercata sarà parimenti all)^ 
differenze miste costantL ,,. 
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Se consideriamo 9 che tutti i termini generali delle date 

serie , tranne una , sieno rappresentati da altrettante dif- 
ferenze miste qùalsi vogliano del termine generale di quella 
eccettuata, ossia della proposta espressa da ar„, supposta 
parimenti y^ data in funzione esplicita razionale ed intera 
deir ìndice u* , di a;„ , e di quelle differenze miste qualun- 
que di x^ ; se sarà a:« funzione razionale ed intera di i^ del 
grado m , cioè se la serie proposta sarà alle diiferenze miste 
fi^^esime costanti , la cercata avrà pure le differenze miste 
d* un cert* ordine costanti. 

Se poi il termine generale della cercata serie y„, sarà di 
più una funzione lineare di i^,^^, e di quelle differenze 
miste di x„ , la serie cercata avrà le differenze miste m.*""^ 
costanti , siccome la proposta. 

Infine fn virtù delle formole (A) e (B) (55- 8 e io), 
potranno trovarsi , per altre speciali condizioni sulla fun- 
zione /„, i particolari rapporti traile difierenze, le diffe» 
renziali , e le differenze miste ; e quindi pure le corrispon- 
denti deduzioni nella comparazione della serie. 

Caso a.^ Sia ay„ + òj^, + c/^ + + py,^ = X^. 

Se i coefficienti a, fe, ec. saranno costanti, e sarà X^ una 
funtu'ione razionale ed intera de* termini e degli indici ge- 
nerali della serie proposta ; allorché questa , opperò anche 
Xii, avranno le differenze d'un cert^ ordine costanti, sup- 
posto r r ordine delle differenze costanti di JT., soddisfarà a 
quella equazione A'+»jr„«ss=o, come un integrale particolare 

della dedotta aA'^-'/.-j-fcA'+'/^.-f- +pA'+'/^==o. 

Quindi alla determinazióne di /„ servirà , senza passare 
per le integi-azioni , la semplice formala 
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di cui la prima parte colle costanti A è l'integrale delPe— 
quazione A'^+'/„=o; la seconda colle costanti C è l'inte- 
grale della proposta medesima nel caso del secondo membro 
nullo, rappresentando le « le radici deli' equazione alge- 
braica, siccome è noto. Le costanti A ^ A\ ec. si determi- 
neranno, dipendentemente da quelle della funzione X„, col- 
la sostituzione semplicemente nella proposta della prima 
parte del valore di y^^ l'altra coli' intera sostituzione da 
per se sola annullandosi. Cosi* per un esempio semplicissi- 
mo , se sia proposta l' equazione ay^ -f- hy^j^^ s= u ; avre^ 
mo ^"^ yà = ^ > ^y^ + ^Jii+i = o ; di cui gli integrali sono 



a 



y^ c=-4 -t- -4'u , y^ssCa", essepdo « ^^ — -^ . Quindi l'in- 
tegrale della proposta sarà y„ s= ^ -j- Au ^Cal^ . Sostituen- 
do nella medesima il primo integrale y„ ss= -/4 -*j- J'it , ri- 

I h 

cavasi ^'=:— -g, ^5=:—^—^; epperciò l'integrale della ^ 

proposta equazione . sarà 

h u f ^\^ 

la quale espressione trovasi pure colle integrazioni sulla 

nota formula /„ =;s ^ "T • 

Similmente, se sarà data l'equazione differenziale 

^y^+Ki-) + K^) + • • • • +p(^) = -^- 

supposto il secondo membro . X^ razionale ed intero del 



~J~7^) ^^ ® » come in- 
tegrale particolare della dedotta 

^d'+«/v /c^^y\ /à'+^y\ /'d'+*+-'/\ 

Cosi alla determinazione di /„ |>otrà usarsi , senza dipen* 
dere dalle integrazioni , la semplice formula 

+ Ce^ + C'e«'« + Ce^^" + .... + C^"""'^ e* ^ ; 
di cui la prima parte colle costanti A è V integrale dell' e* 

quazione v du>^+» ^ a= o ; la seconda colle costanti C è T in- 
tegrale della proposta nel caso del secondo membro zero. 

A cagion d^ esempio sia V equazione ay„ + Ì>[j3^) s= cu^. 

Avremo \;'j[[rj = ^ 9 ^/» + ^C"Aìr/ == ^ > ^^ ^^^ g^* intégrali 

sono y^s=i A + A'u + A^u"^ y 7,=:Ce* , essendo ««ai — -r-. 

Pertanto l'integrale, della proposta sarà 

y^ — A + A'u + A'^u^ + Ce«» . 
Sostituendo nella medesima il primo integrale y^ sss 

A + A'u + A^'u^ trovasi ^"=-—9 ^'=: — -^, A^ — j-. 
Quindi r integrale . della . proposta è 

au 
ab^c abcu cu^ ^ "~T 



dìccocne può ottenoni d^ una maniera meno spedita , iute-* 

^ I ^„ r-ncu^ du 
grando la nota forraola /„ = -r- e / ìì~ . 

Il metodo medesimo ed una simile formula potranno im- 
piegarsi per una equazione alle difFei'ensè miste, lineare 
ed a coefficienti costanti ^ nella stessa ipotesi del secondo 
membro eguale ad una funasione ragionale ed intera. Con» 
verrà saperla risolvere nel caso del secondo membro nullo , 
la difficoltà del quale caso sappiam ricadere sutla risoluzio- 
ne delle equazioni trascendenti, (i) Ma basterà sapere asse- 
gnare soltanto alcune radici dell' equazione trascendente , 
onde avere almeno della proposta equazione un intégrale 
incompleto. 

5- 14* 1J3 generale un^ equazione a differenza finite 9 o dif- 
ferenziale 9 o alle differenze-differenziali 9 ed a coefficienti 
variabili' qualunque, può considerarsi come la relazione fra 
una serie cercata ed altrettante altre , quante sono le di- 
verse funzioni formanti i coefficienti di quella equazione. 

5. i5. Venghiamo ora agli oggetti nostri principali. 

L'interpolazione*, o l'intercalazione di una serie rien- 
tra come un caso particolare nella relazione che contem- 
pliamo. Ma avanti d' occupai'céne , premettiamo la seguente 
definizione. Intendo per funzione simile e della stessa na^ 
twa di una data , una funzione simile comunemente io- 
tesa , però fbrmata colla stessa variabile, e composta iiiol* 
tre ancora similmente rapporto alle costanti; ma tale , che 
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(i) Bmnacci. Corso di Mat. Sub. Tom. 4-^ Append. I. pag, 269, 
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per passare ali* identità colla data , aon restivi che ad 
uguagliare il diverso valore delle medesime. 

Così per esempio, data la funzione 
<3 a--^aI))aa;i-4 ^3g*V(a ' — ò") 

Sab^ —c^ X -^ òbc.\/(c^'^^^^x^ '^ ^* ^"**^® espressa in / èì 
(3o^a6)ay+4Zy'V( a''— fe») 

5ab^~-l>^X + (>b^(c^'-y^) » '* ""*^® ® ^?'** »*"8a na- 

tura da me intesa sarà Sj b^ ^C^ x + Ò BC W(C' -x^ T ' 

Data la funzione — — 777 jr, la sua simile è 

ax — V( I ' — X ) ' 

' " y/ ^ a y «a la simile e della stessa natura in gè- 

n orale potrà assumersi per ^j. _ y ^ ^ ^^ 7^ . Lo stesso in- 

te ndasi delle altre , e si estenda anche alle funzioni di più 
varìahili. . 

5. 16. Ciò posto, se varremo infatti interpolare r terniini 
fra quelli della data serie , non si tratterà d* altro , che di 
trovare una seconda serie, la cui relasione colla proposta 
consista in queste due condizioni : i.* ohe il termine gene- 
rale della serie cercata sia esprfssto da una funzion simile 
e della stessa natura di quello della data; a." che quel ter- 
mine generale corrispondente all'indice (r + ip, diventi 
eguale a quello della proposta , che corrisponde ali* indi- 
ce u. Cosi indicando p«r X„ una funzion simile e della 
stessa natura di x, , 1* equazione della interpolazione sarà 
-'Y<;+,)„ aa a:„ ; la quale se potrà aver luogo indipendente- 
mente da u, e da ^ualupquQ determinazione di r, ci di- 
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noterà essere la serie continaamenf e interpolabile : siccome 
accadrà necessariamente nelle funzioni continue. Facciamo» 
ne degli esempj. 

i.° Sia x„ =5 a + 6u , e fatto X„s=i A + Bu, si avrà Te- 
quazione ji + B(r + i)a «= a + 6u , dalla quale si ha 

b b 

j ss o , B »= ^qj^ ; onde A, « « + ^rry * «*• 

a.* Sia x. = 09». Fatto X^s=iAQ% si ha ^Q('+'>« =s og« , 
I ss= — r, la quale non può aver luogo indipen> 

dentemente da u , se non è s=5 r. Si hanno dunque le 

due equazioni -- — = i , ■;j = i ; e quindi 

u<s=a , Q e^Kg ; ed X s= af^^J • 

3-" Sia *-^ m-t-nu-^fu" ^^**^ ^" * i»f -hiVu + Pu' ' 

b 



a-i — TT* *i* 
nascerà X 



epperò Jr.«a-f- — -w^p-I-.^ +^7^-»»(5r^') 



( 



4.* Sia X, = o + 6i*p" 4- cu' g" s*' , e fatto 
X, = J + jBuP» h- Cu» Q-S'*, dovrà aversi ^ = o , 

^=i^q:^, C^^^., P^F^, <?^gÌ,S=i,r«t^; 
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5.* Sia infine «« = ( awg'* + hu"' log. u + cu" sen. u )*+" ; e 
posto X, =« ( JmQ*« -t- Bw log.k'u+ Cu" sen. k"u )«+*" » , 
nascerà X^ scs 



Oa -t-u bue u \H-r£- 

-f-i " (r-ti) r-f-i (r+i)" r-\-i/ 

Bella qual* espressione abbastanza si vede , che per 1* espo- 

u , , 

sente " al di fuori , e al di dentro pel logaritmo e 

pel seno , V interpolazione , non V abbiamo ancora , die in- 
dicata. 

5. 17. Apparisce la regola generale dell* ìnterpolaziooo 
jdelle funzioni continue , la quale consiste nei prendere del- 
le porzioni de' coetficienti , o degli esponenti, marcate dal 
deuoiDJnàtore o grado r dell' interpolazione , accresciuto 
deli' unità, ed analoghe alia potenza delP indice* 

S- 18. L'equazione generale ÌL^^+.,)^ = x« , dandoci X^=5 

^ « 9 ^1 significa il conseguente passaggio dalia interpola- 
ne 
zione alla divisione degli indici della proposta; e ci di- 
mostra , che mediante V interpolazione degli indici della 
proposta , la serie interpolata , la quale consideravamo se- 
gregatamente sotto ad indici interi , potrà riguardarsi non 
formare che una eola e medesima serie colla proposta sotto 
ad indici interi o fratti (5*^)-^^^^ alF interpolazione degli 
ìndici corrisponde l' interpolazione possibile della serie. Ma 
parmi che si debbano distinguere queste due interpola- 
zioni , e che non basti in conseguenza la sola tacita sosti- 
tuzione deir indice fratto all' indice intero nel termine 
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generale di una serie continuamente interpolabile ; ma che 
il reto princìpio d' interpolazione delle serie , di cui è 
dato il termine generale, sia quello del $. i6: locchè me- 
glio apparirà per le applicazioni , che ne faremo in ap* 
presso air interpolazione delle funzioni discontinue. 

^ u u^ 

5.19. Pertanto, posto rT7=5W + 7TZ 9 essendo u"<r+i; 
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il termine interpolato corrispondente all' indice fratto - 

starà tra gli interi i^%u' + i. Cosi, se sarà dato un indice 
fratto, potremo averne il termine corrispondente di una 
proposta serie interpolabile , di cui abbiasi il termine ge- 
nerale* 

5. flo. LMntercalazione ci vien data dalla stessa equazione 

X^r^,^„ v=^ scu9 riguardando come cognita la' AT^. Quindi essa 

si ottiene come F interpolazione , ma operando in senso op* 
posto colla moltiplicazione; e ritenendo gli indici della pro- 
posta pe' suoi termini intercalati , questi al contrario degli 
interpolati vengono a corrispondere agli indici multipli. 

5* ai. Del resto, se vorremo intender fatta T interpola* 
«ione , o r intercalazione , cominciando la serie da un in- 
dice m, è manifesto, che dobbiam porre nelle formolo 
secondo la nostra ipotesi u+m in luogo di u ; affine di 
riportarle, come dianzi, al termine generale (u+i)."''' 

$. usi. Faremo attualmente alcuni esempj d^ interpolazione 
per le funzioni discontinue. 

i."* Sia ac.=:i.a.3...(row-t-A). Posto X«= i*a.3. .•(Ma+A), 

m 
sarà 3f(r+i)u+K=imu + ki e quindi iCsssfc , ilfss-— ; e 

do- 



i 



u 



àovenào èssere Jlf nnihero intero « onde F interpolazione sia 
possibile, converrà che r-f-i sìa un fattore di m. Se dun-^ 
que sarà m=inpy avremo r:=^n — i , Jf =jp. 

Così, se x„= i.a. 3.. .•(8i*+i); essendo 8 = np = 8.i«a: 
4-a = ^«4 ^ Q^^ saranno possibili , che tre S9le interpola- 
zioni corrispondenti ai valori qnì sotto di K^r^ ed M: 

3 Jlf=ià 
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a.^ Prendiamo per un secondo esempio la seguente ffin-^ 

zione ^ discontinua , od inesplicabile 

i.a + a,3 -h • . . . • -h fcu( fcu 4; i) 

" a» 5» 4* 7 aAu( afeu + 3) ' 

Fatto al solito 

A(r-M)tt[ir ( r+i)tt-n] hx{ku->ri) 

a£f(r + i)u[>K(r+i)u+3J "* a/iu(ahu-1-3)' 

dovrà essere K ss ^q~ , H s= -—- . Posto dunque k astnp^ 

hssn^; sarà rsssn — i , À's=p , /f =sg. 

^ ' i.a + a.3 + + 6u( 6u +i) 

Cosi per «,««* — ;^ e . ^ . . . . j t — - , 

non è possibile » che la sòia interpolazione di nn termine , 

e si ha r ss i , JC av 3 ,. H ss a. Onde il termine • generale 

della serie interpolata è. 

i.a4-a.3-h . .. .. -h 3M(3tt-f-i) 

" ""* a. 5.4> 7 au( aiA + 3 ) * 

90 e- ' e a. 5. 8.. ..( 3A:m-a) 

3. Sia infine x.«-^g^^^^^; ed avremo 

3 
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a. 5. 8 . . . • ( 3Ka + a ) ^ rr '* 

, a.4-&^ • • • ^"'^+i) r+i' ri-i' 

«opra. 

_ • . a. 5. 8 . • • • ( 3ku -ha) 

Ma se fosse ar„ «» — ^ìì i. — ; — v; posto 

" a. 4* 8 . • • • an( a + i ) ' ^ 

h „ f^ 

fl^' scs rr/^ I X 5 H^sss-pjr. Quìodi se fc sarà decomponibile ia 

due fattori np, ed ^ in tre mnqi potrà aver luogo Fia- 
terpolazioue , e sarà r*=7» — i, Ks=^p^ H^sm^ H' = q^ 

a. 5«8 . • • • (i 8u + a) 
Cosi, se sia per esempio x, « ^ 4.8 . . , • a4(ii -hi)^ *^^"* 

0Ì A:ss6,fc^s=ia. I fattori semplici, o composti di k sa* 
ranno dunque i^a^S^ó; e quelli di /i ; 1 , a , 3 , 4 9 ^ 9 ^^^ 
Laonde , escluso il valore di ri =x i , che dà r s=: o ^ noa 
avremo che tre sole possibili interpolazioni corrispondenti 
ai qui sottoposti valori: 

5mc=i,5=:6( a. 5.8 . . . . (9M + a 

m^6,g=i J-^«==z:4.TrTria(irr^^ 

'ì in=ia^q=iAÌ a. 5.8 • . . .(6u + a 

lTn=:4,g=;a i * a,4«8 . . .. 0(1^ -f-o 

lm=i,gr=:a( a, 5. 8 > . > . ( 3ii> + a 

,j = 6,r«5,p=i ^y^^a^g^i J^- = ^4:8T7r:4(i^^ 

essendo indifferente T alternativa di m e di q. 
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Cosi 9 per r s=s I , alla serie 

A A. 5. 8 • • • • sko A* 5« 8 • • • • 38 

a.48....524' a. 4.8. ..•48' a.48....7a' ^^^ 
corrisponderà l'interpolata 

a n. 5 • ... 1 1 s. 5 • • • • flo a. 5 • ... 09 

A. 4 • . • . f^i ' A. 4 « • • • 36 ' A. 4 • • • • 4^ ' a. 4 • • • • 60 ' 
Yedesi pertanto , che la posizione che si fa per X^^ 
debh' essere la più generale ; e si sarà posto mente y che 
non bisogna far entrare ne* coefficienti indeterminati i dati 
fattori necessarj per caratterizzare la legge delle serie par- 
ziali componenti il dato termine generale. 

5. a3. Noi abbiamo considerato V interpolazione delle fan« 
zioni riguardate come termini generali di una serie. Ora 
osserveremo, che vi ha nn' altra specie d' interpolazione , 
la qnale niun riguardo avendo alla forma de* loro termini ^ 
non si riflètte che su de* loro risultati. Questa seconda in- 
terpolazione è quella' delle serie considerate come numeri^ 
c^e; mentre la prima è quella delle serie ZetteraZi , ossia 
analitiche , osservando la forma e legge delle funzioni. La 
prììna adunque', e da noi contemplata 9 è in senso proprio 
la interpolazione delle /E/;}jri^oni , che non ha sempre luogo: 
la seconda , e comunemente intesa , è la interpolazione de' 
risultati , la quale si concepisce sempre possibile , almeno 
per approssimazione. Ciosi per esèmpio la serie 

I , 1»^ 3 i.d.3, I. a. 3.49 I.5I.3 jp; 

non interpolabile sotto il primo rapporto, vale a dire se<^ 
condo la funzione del termine , si comprende poterla essere 
sotto il secondo, vale a dire riguardo ai risultati. L* inter- 
polaaione poi delle funzioni ^ è . visibile , che sin dove ha 



luogo y necessariamente ;include qaella de* risaltati. Del ri- 
manente anclie la prima easer.puÀ suscettibile d'ottenersi 
per approssimazione : del che avremo occasione di vedere 
qualche esempio , oltre quello che si ha nella formola del 
Binomio per l'esponente fratto. 

$. fi4* Conosciuto il termine generale Xu ^ V equazione 
Xir^iU^'^^'Xu vale sempre per le due sorte d'interpolazione. 
Ma se r interpolazione non può essere che quella de' risul* 
iati, non potrà trovarsi la funzione X^ simile e della stessa 
natura della x^^ che non le sia identica; né si saprà in ge- 
nerale assegnare approssimatamente una forma ad X^. Quin-* 
di allora quell' equazione ci diventa di niun giovamento. 
In questo caso, siccome pure in quello^ in cui non è dato 
il termine generale della serie da interpolare , convien ri-* 
correre, o al Metodo di Nevton delle curve paraboliche^ 
o agli altri più o men generali ed ingegnosi da' Geometri 
immaginati. Sul qual soggetto sono assai note principale 
mente due grandi Memorie, quella di La -Grange del 
177^ , e la famosa di La -Place delle Funzioni genera^ 
trici e delle Variabili corrispondenti del 1779 » tra gli Atti l 
dell' Accademia delle Scienze di Parigi* 

$. aS. Consideriamo ora la serie 

/, Ay , A^/ ,••••• A"/ , A»+'/ , ec* 

delle snccessive differenze finite di una qualunque fan- 
none / di 0^ , e vediamo s*" ella sia interpola hi le. Indì« 
cando dunque per A'*"/ la funzione simile e della stes«* 
sa natura di A"y, esprimente il termiae. generale della 
serie interpolata , si avrà da ^verificare l' equazione 
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(A) A'^^r^ ^ àf'y^, 

indipendentemente da u, e da a^ 

Ora abbiamo , sotto le* nete convenaoni in generale ^ 
qualunque eia T aumento w variabile di x^ 

Bara dunque T equazione 5 cbe dovrà aver luogo 9 wilftp** 
pando^ e ponendo r-f- 1 sasm^ 
r/ > // . mu(mu—j\ ^ 

dùtìnguenck» iooltre coli' «pice all' y nel primo membro , 
la circoHanza do' diverti «tati, in ordine al diverto «ii> 
jaento variabile «', proveniente dal diveiaiB littema di dif- 
ferenziazione marcato con A'» 

Tale equazione sarà fra •', • , a: , u , m , e le costanti con» 
tenute nella funzione /; e rapporto alle solò variabili potrà 
rappresentarsi per <|<«' , », a:, »>a*o. CoA in generale non 
potremo che ricavare »' dato per « , a: , a ; o non potit 
adempiersi a queli' equasione iodi pendentemente da u per 
mia data funzione qualunque «« di ar. 

^ Risulta in conseguenza , che non esiste in generale un 
sistema di differenziazione esatta , nel .quale le differenze 
Al una funzione qualunque costituiscano la serie interpo* 
lata delle differenze della stessa funzione, prese in na 
altro sistema datoi il che è quanto dire, che la serie 
delle successive differenze di una funaione non è esatta» 
mente interpolabile. 

J. a6. Ma l'equazione ^«^ « , «, ») « o, considerando 



assegnato nn determioato valore ad u , ci dimostra il 
Teorema ,9 che potremo giungere alla differenza di un 
cert' ordine in un dato sistema j mediante un numero 
multiplo qualsivoglia di differenziazioni fatte in. un altro 
sistema determinabile. „ Sì avverta però, che l'incontro 
de' risultati non . va a cader più sulle differenze inter- 
medie al dato sistema , ma soltanto suìr ultima dell' as- 

■ém 

segnato indice, 

$• ^7. E reciprocamente considerando T equazione (A) del 
5. a5, come abbiam fatto per l'intercalazione, ossia deter- 
minando nella <p ss e , w per co' , se ne induce il Teorema 
interso „ che . potremo ottenere lo stesso intento di un 
numero di differeazìazioni , con un. numero di esse sub* 
multiplo, appartenenti ad altro sistema. „ . 

5. a8. Sia per esempio y^=.x^ ^ e vogliasi ottenere il ri* 
sultato di una differenziazio|ìe,con.du6? 

Si avrà A/^, ssawx-f»'*, 

e quindi 1' equazione . 

a w'^ ^- a( X + a »') A'»' + A't)'* =5s= a wx + •)' ; 
equazione alle differenze di priqi' ordine^ dalla quale coa^ 
verrà determinare a)^« 

Supponghiamo reciprocamente f»^=iAx A- B ^ essendo ^, B 
4iie Goetanti, e determiniamo la funzione «»• Si avrà l'è» 
quazione di secondò grado 

{J^ — I )m^ + a[(a/4" + ^— I )x -h^^ ]w + a(^ar H- By =a, 
Cosìr se per semplicità facciamo m' costante j sarà Assso ^ 
e l' equazione w^ -1- akXta — s^B^ ss o ; da cui si ha 
«I ss — X ±^\/(x^.-^ aJ?*), Quindi , se nell'ipotesi della dif- 
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ferenza «^ = B differenziamo dtie Tolte la fatìzione' x^ , otte- 
niamo lo stesso risultato, che sì ottiene diiferensiandola uoà 
Tolta sola nella sapposiziene deir auntiento ^ eguale al tro« 
•vaio valore; e reciprocamente. 

S« 5^9. Noi abbia m supposto A'"/ la fupzìone simile e 
della «^tessa natura di A"/ 9 non riguardando in A'^Jy che 
il simbolo di un risultato già ottenuto in x. Se anche non 
astraendo <lalla funzione y^ ne vorreino separare rìdeia, 
da quella «dell' operazione cui soggiace; e porremo più 
generalmente a'^'+'^1^= A"y , indicando per Y la funzione 
simile , e della «tessa natura ài y ^ se ne dedurranno le 
stesse conseguenze^ ancora non limitando ' la generalità ad 
w' colV assumerlo in funzione simile al dato «. « 

5« 3o. Ma quantunque la proposta serie 

non ammetta un' interpolazione esatta , pure vediamo e' ella 
sia, approssimatamente interpola bile; ossia vediam se esiste 
qualche operazione qualunque approssimata , per la quale 
sotto uno stesso sistema generale , possa passarsi interpola- 
ttimente a più ripi^so da^ un termine air altro della serie 
medesima: ' r ' ' : • 

Perciò suppongo v costante^ e in quésta ipotesi si ha Ke* 
quazione (A) A'y, = (y^^^ — O" • 

Ora questa, siccome T altra (B) y^^„^ s (Ay^+i)», 
sotto le note convenzioni, poséono dimostrarsi, e si dimo- 
strano tacitamente da molti Geometri , indipendentemente 
da ogni supposizione per n. E le dimostrazioni tutte, an** 
che quelle per induzione , come pure la riprova , che ne 
diamo nel eeguente 5. , sono positivamente delP istessa indola 



e categoria di quelle del Binovnio; sicché giudico superfluo 
riportatane alcuna generale e diretta, quale si dà mediante 
il Calcolo stesso delle Differenze. Quindi quelle formulo 

sono vere ancora per n fratto ; epperciò , fatto n =: ~ 
avremo 






ovvero 

p f 



(3) A'r-«(-i)'|r.-fr^+^^^yH-.«--.( 



9 ag 



(4) J'^+iw — r* + ~ Ar« + ^^ , ^^ A'/x + ec. : 



le quali quattro formule d* infiniti termini , come nel oaso 

del Binomio , ci danno approssimatamente i valori dellQ 
differenze ad indici fratti , e della funzione y r ( $• ^^ )• 

5, 3j. Di qui apparisce la realtà delle differenze ad in- 
dice frazionario, e la possibilità di considerar la diffe-^ 
renziazione fatta a porzioni anctie aotte un medesimo ,si« 
stema* 

Siccome poi le differenze ad indice fratto sono desunte 
dalla medesima legge di quelle ad indice intero, elleno 

sa- 
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firanno propriamente i termini della serie interpolata di 
quelle* Per provare inoltre, che F operazione indicata da 

A^ p>i6 concepirsi come nna porzione --• della diffe*- 
renziazione, la quale nasca dal ripeterne un numero p di 

porzioni —, osserviamo, che presa per esempio la formola 

(3) ( Io stesso si potrà fare colla (i) ), e posto p + i in 
luogo di p, sarà 






Oipa la formola (3^, posto ù^Xx »» luogo di jr,, ci dà 
similmente - 

Il ^ 






marno i valori dì aV*»AV*+i»> ee. dati dalT» 
formola ^3) . otterremo 



4 



JL JL Cfc! 

i_ , 1—9 (i—q X j — aq ) 






p(p-g) ^ p(p-q) 

_ P(P--9 X p-^) ^ . 

a.39' "^'+'*' 

ovvero, ridacendo i coefiBcienti, 
S JL 

(-1) * ^/* ^/xf#+ ^. /«+»•- ce- J » 

/-fi 

che è r espressione di A ^ y«. 

Adunque A^A^x s= A ^7x9 e di qui sarà 

^"^^«^^ V ff= A ^ 7x ; infine ne risolta 

JL ± ± i ttl 

^♦^^A^ aV*= a ^/;r5 essendo p + i il numero delle 

operazioni marcate da A^ ^ come vele vasi prova re, (i) 



(i) La-Grange parlando delle differenze ad indici negativi , disse che 
sarebbe stato di£Gicile di dare una dimostrazione a priori non esser elleuo 
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$. 3d. La fovmola (4)» fatto «twi, Mrve alP interpola- 
zione approssimata delie serie , allorquando le differenze 
loro successive vanno diminuendo; ed è la medesima , che 
fu deilotta per altra strada.^ V<*gg&8Ì il Paolh Tom. si. pag« 

La formola (5) può similmente servire per T interpolazio* 
ne approssimata della serie delle differenze di una funzio- 
ne, quando gli stati consecutivi delta funzione vanno dimi- 
pnendo« Osservisi ^ ch^ ella prende uà aspetta immaginario ^ 

quando la frazione — , ridòtta ai minimi termini , ha il 
denominatore q pari*, (i) 



che intPgraK ( Atti di Eerlrno 1772 ). QueHa dimastraziooe é stata data 
dal cB. Cav. Brunacci ( Anal. Deriy. pag. 5^» Corso di Mat. Sui>, T. r. 
pag. 52 ). Jlapporto alle differeaze ad indice fratto , La-6raoge nulla 
disse 5 Brunacci sospese iì giudizio della loro realtà. Paoli alla pag. na 
del 2t. T. , e La-Croix nel T. 3. alle pagine 3o5 e seg. , 26 e seg. , 5 
e seg; ( Iu(^hì opportuni ) , non ne parlano. It> feci questa osservazione 
fin dal 1806^ quale comunicai al Brunacci, e ad altri. Ora la pubblico, 
riconoscendola assai importante. Trovar poi , a maggiore srngola;*ità , an* 
eke le differenziali deludici fratti esaere dieUe funxioni reali :^'il di^ ^ 
seguito dimostro accuratamente. 

(1) Giova avvertire, a scanno d^ equivoci, che affermandosi la realtà 
delle differenzerò delle differenziali, o in gem^rale di funzioni qualun- 
que componenti un dato sistema , ad indici fratti ^ non si ba riguardo 
alle immaginarietà eterogenee al loro sistema. Bastaci dì poter loro asae^ 
gnare dette espressioni effettive ^ diverse dalle indicazioni y ehe alle leg-- 
gì di qpel f isieMa adejvpiaaa.^ 



a8 

Le quattro formole poi (f), (a)^ (3) i (4)9 sòdcliBfaàno 
•Ile seguenti quattro questioni. 

Esprimere: 1. una differenza fratta per le fn azioni fratte; 

a. una funzione fratta • • . • d i fife rensse fratte; 
3. una differenza fratta . , • • funzioni intere ; 
4* una funzione fratta . * • . differenze intére. 
Quanto alle due altre : 

|£sprimere : 5. una differenza fratta per le differenze intere; 

6. una funzione fratta • • • . funzioni intere ; 
quelle quattro formole non vi soddisfanno , U loro combi- 
nazione , secondo che sarebbe permesso, cioè della (i) colla 
(4)9 e della (a) colia ^3), dandoci delle espressioni, i di cui 
coefficienti sono nulli , indi infiniti. £ infatti le due forme 
(A) ^ (B) , da cui dipendono , possono T una dall' altra de- 
dursì. 

$. 33. Se consideriamo la serie de* differenziali i 

(ÈL\ (^l1j\ (ÉlL\ 

di una funzione / y avremo per V equazione dell' interpo* 
lazipne 






ed essendo qui il d' identico al d per la natura del risul- 
tato indipendente da qualunque aumento, ella diverrà 

Osservando che \jZ^) ò una funzione di or, e di ru, se 
8Ì sviluppa, perciò ch'ò noto, il primo membro ed il se^ 



^9 
èbsdó dell^ equazione, secondo le potenze ed i prodotti di 

X e di ru, nascerà un' equazione delibi forma 

4-\- Bx + Cx* + Dx^ + «Ci S5S a + Ax 4- c«' + dx^ +ec. 
+ B'ru + Crxu + D'rx'i* +h'u-\- c'xu+ d'x> 

+CV«'+DVxm' -t-c''u' + d"xi*' 

«ontAnAndosì in A, B, B* ^ ec. ì coefficienti indeterminati 

■ 

di y, ed in a, 6, &% ec. le u costanti arbitrarie del se- 
condo membro. Pertanto si vede in generale , che tale equa- 
zione non potrà essere soddisfatta indipendentemente da u 
e da X ; e cbe quindi la serie de* differenziali non è esatta- 
mente interpol abile. 

5* 34* Ma come per le differenze finite 5 cosi qui purè 
per un determinato valore di it, potrà aversi io stesso ri- 
sultato di un dato numero di differenziazioni , in uh nu- 
mero multiplo, o summultiplo delle medesime. £ ciò ac- 
cadrà allorquando i due membri dell'equazione, ordinati 
rapporto alle sole potenze di x, saranno composti di un 
numero finito di termini^ ovvero propriamente quando le 
equazioni necessarie a determinare le costanti di iT, date 
per u, importeranno la verificazione delle rimanenti, che 
per avventura vi fossero. 

5* 35. Così^ per esempio, supposto ^=sx'*, e fatto 1^=5= 

Jx^i sarà (rj— )«^il/(M--iXiM'~ii)-.(iM"— ru+i)x^--~; 

epperciò AM(M—i Xi*f— a) .... (M— m + i)x^-^* ssx", 
aguagltaiklo a zero le u costanti 
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Se facciamo ora Jf— ra=sm, ed ^ilf(ilf— i).,.(il!f— ri* + i.^ 
s= I 9 sarà soddisfatta queir equasiona , ed avremo 
. I 

ed Ts=z : .. — r . ^ . ; della quale futizione il 

differenziale (r+i)!^.™** eguaglia T u.™^ di a?"*. 

J. 36. Si rimarcherà però la differenza d^ analogia tra il 
presente caso^ e quella, delle differenze. Ivi potevamo ope^ 
rare snlla stessa fupzione data^ dipendentemente dair op<^ 
portuna determinazione deir aumento , in ordine al muU 
tiplo o summultiplo d* operazioni. Qui è d' uopo di pren- 
dere una funzione diversa. , 

5. 37, Sebbene abbìam concluso la non interpolabitità 
esattamente della serie de' differenziali ^ osservisi però, che 
già sussiste in generate nulla pronunciando sulta funzione 
y, e riguardando la x indetertninata. Ma ancora neir asso* 
luta indeterminazione di. x possono darsi moltissimi, casi 
particolari nella funzione y di esatta interpolazione. Per. 
Bon dir che de'^ più semplici.^ se differenziamo le cinque 
primarie o semplici funzioni x'^ ^ log x y a' ^ senx , casx ^ 

( ^ y \ 

per le due prime troviamo il differepziale generale V dx'' ) 
essere una funzione discontinua non interpola4>ile* Ma per 

la terza si ha il termine generale della serie yjjrr) =^ 

a'{lofi;ayy il quale è una funzione continfta ^ e dà una 
serie continuamente interpolabile. Cosi per la quatrta fufirr 
xione semplice y sss sen « y, può. presentaiBeo^ la api;]^ de' 
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4(^r«nzìd1i dòtto Qua forma esattameiite e continuamente ìn«> 
terpulàfoile. Questa serie è infatti 

o t a 8 4 5 • cc> 

sen X , cos a? , — s^n « , — co» x , .jen x , «05 x , ec. ; 
che forma un perìodo di quattro tannini. ' 

Se adunque dicasi Z„ il termine generale della serie, avre> 
mo per determinare Z„ 1* equazione del periodo Z„±. — Z„ ' 
il cui integrale sarà Z„ = C -h C'( — 1 )« + C''(v'— i )« -f- 
C""( — y/ — I )■• , e determinate le costanti mercè i primi 
quattro termini dòlia serie, risulterà 

3 • ■ • 

termine generale di una serie continuamente interpolabile, 
jLo stesso si applica alla quinta funzione y=:ìcosx. 

5. 38. Generalmente alloraquando la differenziazione , per 
quanto d'aspetto indivisibile, nella specie del caso conside- 
rato, coincide rapporto al risultato con altra operazione di 
natura decomponibile, la serie de' diiferenziali gara esatta- 
mente o approssima mente interpolabile. Quindi se dobbiam 
pronunciare sulla realtà od immaginarietà dello diiferen- 
«iali ad indice fratto, potrà dimandarsi prima in quale dei 
due significati si prende l'indice, e corrispondentemente il 
differenziale stesso. O riguardasi questo come un risultato 
già ottenuto, e l'indice non ne marca che l'ordine o il 
luogo; ed allora i differenziali ad indice fratto possono 
essere cosi reali, come i termini di qualunque altra serie 
iuterpolàtilé , cwrispoiklenti agli indici fratti. O si comi* 



àersL nel differenzuile roperasione indicftta ^^ e noti eeem 
guita , e 81 attacca l' idea dell! indice air operazione stessa 
da eseguirsi ; e in tal caso V indice fratto indicando spezza-» 
mento di differenziazione , converrà decidere effectivameute 
•e la differenziazicne sia > o no , spezzabile. 

5. 39. Nella prima accezione intanto. CKKichiuderem^ la 
possibile realità delle differenziali ad indice fratto, ed an-* 
che ad indice irrazionale; e resterà in qHesta parte giusti^- 
£tcata il sentimento di Leibnizio^ comunicato a Gio. Ber- 
nulli neir Epìst. XX- del Commejncium PhilosojMcum et 
Matkematicutm con q;uesto Geometra. (1) 



(O Consultai il passo di Leihnìzio, d.opx> aver compiuto il nfìto la- 
Toro, su questa materia. Avendolo, trovato -assai rimarchevole , giudico di 
doverlo qui riportare con qualche mia riflessione. 

(Tom. r. pag. 107). Quod (/uaeris de differentui (scrive Leibuizio* 
a Gio. Bernulli ) ^ cujus exponens est fractus ^ vel irrationatis , etiam 
notavi in litteris ad DominuTn Marchionem ShspitaUum^ simulqus 
addddi modunty per qzLem talis dìfferentia pùtest alteri ordinarias 

comparari. Exemplt gratta dPac sii differentià proposita. Siht x pro-^ 
gressionis geometricae $ assumpta diffèrentiali constante dh , ut fiat 
xdh : a ==: da: .^ erit d'a^s dxdh :a = xdhdhi a^ 5 et simiiiter J^a? =3 

xdh^ za^' y et generaliter d^x =: xdh' : a , adeoque dPx =; xdK^ : a^ , 

I 
seu d^x zzz x\/(^dh :.a^ • ... ... 

linde vides talium dlfferentiarum vaVores hoc 

modo haheri posse , per radicem vet potentiàm ordinariae differeruiàe. 

Quod eum memorabile sit^ Tibi non ingratum /ore puto, Eàsdem ex*- 

tcaotdinariasf differentia$ ^ per seriem infinitam , ex ordinariis confior 
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$. 4^. Prendeodo poi ad esame il secondo punto della di-r 
chiarata dìstiozicae ^ osservo ^ ctie per decidere dimostrati-> 
vameate se la difierenziazione sia ìafatti , o no, divisibile , 
nemmeDO per approssinuizione y Boa doJbbiam giudicarne 
dalla sua considerazione a priori ed in se medesima. Im* 
perochè in tal guisa tanto di natura divisibile o indivisi-* 
bile vi capiremo ^ quanto a na di presso capirne si pui^ 
nella moltiplicazione e , nella formazione di potenza per 
approssimazione. Solo ero che vi si potrà com-prendere , sarà 
k niuna ripugnanza in concepire uno stesso ^efficiente dif-^ 
ferenziale^ come derivante da éii^rsi numeri di sviluppi 
d' altre funzioni. Ma che poscia per tutti i coeffircienti dif- 
ferenziali , quelle operazioni ripartite legar si possano iu 
un medesimo sistema, questo è cìò^ di cui a priori non 
potrà darsi un giudizio determinato. A decidere d'un tai 
carattere nella differenziazione , dobbiamo , come si fa per 
le aecemiaie operazioni , desumere a posteriori le nostra^ 



tam exprifni posse ^ me non monent» ^ videsj adeoéfue suo modo 
reales esse ,. etiam hinc pacete 

Quesl' ultimo . periodo si riferisca' all'uso delle formole trovate dal 
I^ibnizio nel consenso osservalo traile potenze e i differenziali dei prò-- 
doiti. ( Epist. X. , e XyiII. ) 

Quanto air esempio eh' egli dà., se si integri k di lui posizioue 

il 
Mih : a = dae^ si avrà a? =: Ce*} laonde sì tede , cBc qaesC esempio^ 

eoineidn eon quello della iiiuizione semplice esponenziale , contemplato^ 
)atS. 37.- 
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iTidagini e i nostri risultati ^ dalle forme analitiche , cui 
r operazione stessa conduce. 

5- 4' * ^^ proporremo adunque di ricercare , se ancora 
pei differenziali in generale abbia luogo un' approssimata 
interpolazione secondo le funzioni ( ^. a3 ); o se sioiiimente 
come trovammo per le differenze , esistano delle forme per 
approssimazione, le quali leghino sotto una medesima leg- 
ge, nella serie de* differenziali di qualunque funzione /, i 
termini ad indici interi co* termini ad indici fratti. 
. A tal fine prendo le formolo, che danno i rapporti traile 
differente e le differenziali: 

■ 

(C) A»jr = [e'' ^ -i]", (D) «»(-^)«i;Zog(,+ Ar)]»i 

essendo w la differenza costante di x. 
, Ora dimostro che anche tali formole^ del pari come le \ 
rapportate al ^. 3c^ sussistono neir ipotesi delPn fratto. Ne 
daremo qui la dimostrazione generale , indipendente da 
ogni supposizione per n, quale si dà per quelle , e pel, 
Binomio Nevtoniano, col Calcolo delle Differenze, (i) 
i.^ Pongasi generalmente 



(i) Si noti che nel maneggio analitico è indifferente Timo o F altro 
caso della distinzione accennata al §. 38 ; e può , secondo torna il cona- 
to, considerarsi T indicazione algoritmica di un risultato , siccome dire g 
o non dijre la stessa cosa del risultato medesima 



\ 
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essendo ffn 9 ^'n 9 ^<5. dette funzioni di n da determinare, 
indipendenti da «> e da /• 
Avremo , mettendo n -f- i invece di n , A'+'z =5 

Ma la formala supposta dovendo esser vera qualunque sìa 
V, sussisterà, se in luogo di y si porrà A/. Sarà dunque 

Ora &i ha 
^■^ = -(dx;-f-T-Cd^)+^te>'+ e quindi 

osservando la legge algoiìtmica della caratteristica d: o se 

d^J ^^ luogo 

diy, nascerà l'espressione di ^V^^pj « V"^^^ 5 secondo 

la legge per n intero, ( §• 8 ) 

Sostituiamo nell'espressione di A" A>* =: A""*"'/ il Talore 

fa'* Ciy\ /d'^AY\ 

ottenuto di y-j^ ) ^ e gli altri di (r^^^;^:r)j «cu che se 

ne ricavano ; ed avremo 

t 

ri-ir. +^^„ 
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Faragcmati i due valori éì ÒT^^y ^ n lianno le sagiieiiti 
equazioni per la determiuazione doUe fua^iomi i/«^ JU'^^ 
ec 

A H'. -= -^ H. + ^ (a) 




ec. ; le quali integrate ci dauao 

n 



ff» 



I n(n — i) n 

" "~ S a-3 ■*" 6 a "*" a.34 ^ 

ec. ; valori , di cui è facile la continuazione. \ 

Le stesse equazioni (a) troveremo egualmente, se cerche* | 

temo lo sviluppo di (e^^^iy; ponendo 

e folcendo quivi, coQde sopra, n+i in luogo di n; 11 
moltiplicando la stessa posizione per 



^ «^ 



€^ — I s=: 0) 4- -— + rQ + ec. 



Dunque abbiamo la formula c<mveD2donale (G) vera , 
qualunque sia n. 

a.° 4^nanto alla seconda formola^ o ali* inversa (D), po- 
trassene con simile andamento mostrare la legittimità pei^ 
» qualunque; suppoa«ado 



«d appiicandovi la terie myena del Teorema di Taylor, 



cioè 



^y\ .._._ . A .- • 1 



I I 



Per tal modo d troverà generalmente ^ le funzioni h^ ^ 
h'„ , ec* ewere i coefficienti dello sviluppo di t^og(^"t-*)J'i 
e le loro equazìmii saranno 

f 

2i?i',=— ^h„+-| (b) 

«e; le quali integrate ci danno 

n 

K 

1 n(n — i) n 

ec« 

Ck)si si concluderà 9 che la formola (D) sussiste qualun» 
^ue sia ik 

Ma basta la dimostrazione generale della (C)^ traendone 
dfissa seco quella della (D) , quale conseguenza. 

5- 4^. Dalla legittimità delle formolo (G)^ (D) per n 
qualunque^ lisoita necessariamente , che le differenze d'in*- 
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dice fratto possono esprimersi per le differenziali d'indice 
fratto; e reciprocamente. Ora avendo ai J. 3o e 3i mo- 
strato la realtà delle differenze ad ìndice fratto, ne con- 
cluderemo qui anche quella delle differenziali fratte. In 
risultanza pertanto della ricerca propostaci al $. 4^ 9 ^^^i 
abbiamo delle forme effettive generali ( $. 3a Nota ) per le 
differenziali d'indici fratti, le quali soddisfanno air ap- 
prossimata interpolazione della serie de' differenziali ad in- 
dici interi di una qualunque funzione y di x. 

Se pongasi infatti y» s= — , le due formolo (C) , (D) di- 
verranno 

(a) <iV = (— /[^'r + '^^A' y + fc'^AV r + ec.]; 

f 7 

marcando le funzioni dessi^nato: colle due lettere ^, ed A, 
i valori sopra trovati dalle equazioni (a) , (b) {$. 41 )^ col 

farvi n = — " ; vale a dire , essendo i coeffiicienii de' due 

sviluppi : i; e* — i] ^ , [Zog(i 4- u,)]^ . 

Del resto la legittimità di quelle formolo (C}, (D) , è 
delle (A) , (B) del 5^ 3o ,. per n qualunque, include la 
realtà, di cui trattasi, delle differenze e de' differenziali) 
per un radice qualsiyogJUa incoomiensurabiie , ed affatto^ 
generico» 
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I dìfTerenziali poi sono al solito scritti più sémplicemente, 

ed è per esempio d^/ = / — ^jdrr^. 

Se la differenza finita ui ài x nel sistema delie differenze 
sarà assolutamente indeterminata^ ovvero soltanto assoluta^ 
mente indeterminata fra dati limiti ( J. a ) ^ potrà porsi 
eguale air aumento indeterminato dx del sistema differen- 
ziale, fra que* limiti; e le due formole (i) , (a) diven- 
teranno 



F 



7 T 



d'y^t^'^y^h^b.'^ X + h^^A^ y+ec. =[Zog(l+Ar)]^ 

7 7 

$. 4^. E siccome le dne forme (i) , (a) sono desunte dàlie 
leg,gi delle Differenziazioni , e sono per conseguenza sotto- 
poste ad uno stesso sistema , che lega le differenziali fratte 
colle differenziali intere ; cosi quelle forme dovranno ri- 
guardarsi propriamente quali risultati dì una porzione qua- 

P 
lunque — di Differenziazione rispettiva. Laonde la formola 

j(a) decide affermativamente la questione del 5* 4^« 

5. 44* Per provare di fatti ^ che V espressione che ci dà 

3a formula (^) della difierenziale fratta d^y^ rappresenta 

p esiint 

propria nxente il risultato di una porzione — * di 



jenziazione , il qfoale nasce dal ripetertiA un numero p di 

povzioni — ; vale a dire ^ per provare ^ che anche nel Gat-^ 

colo Differenziale la differenziazione può esser fatta a 
porzioni : osserviamo » cha differenziando la formnla (a) 

per una porzione — di differenziazione y ossia differen-- 

I 

piandola per d^ , il secondo membro dovrà darci lo stes-^ 
so risultato^ che si ha dalf porvi p.+i in luogo di p. 

Così si avrà 






Ora la stessa formola (AJt , &fcto p s=s i y ci 



1. f. 



Se in questa ponesi 4t'/ ». A * >" » ec. iìi luogo di y^ avretaoi 



f 



JL £.4., >. JL Cti+i Cti+» 



f 






#« A* V = (^)'[^ ' y + **'I» 



♦e» %; 



4x 

I f 

ì quali valori sostituiti , T espressione di d^ d^ y diviene 

d'd'y^t—^ ' Aù.' y + h^.A' y + h\ .A ' y + ec. 

+ h +h h 

JL JL JL 

Sostituiamo qui dentro i valori de' coefficienti h^ »^', 9 ^^*i 
h .h' , ec. ; che al^biamo cavati dalle equazioni (b) del 

« T 
§. 4< > espressi per rf ; facendo ni=: — , ed »s*b-^. Avremo 

JL £. uq aq aq H-' ' 

9 i ■ q 

I I — q II I j» 






1 



f f 



^i.K/^-9) . » P 



e così degli altri. 
Pertanto sì ha 



4 ^q^ 3 g 






6 



4a 
cioè per l'appunto il multato , che si ottiene dalla for- 
niola (a) 5 ponendovi p4-i in luogo dì p: ciocché voleva 
provarai, 

P 

$. 45. Se 9 fatto r» = — , combiniamo le formole (C), (D) 

del 5- 41 colle (A) , (B) del S* 3o , e vi aggiungiamo la 
quinta 



••(fe) 



(E) r^,« = e 
secondo la stessa convenzione , potrà cercarsi di soddisfare 
alle seguenti quistìoni. 

-t i i 
Improntando con A^ , cZ^ ,/^ , le differenze , le differen- 
ziali , e le funzioni fratte; e con aS d' , /' , le intere; si 
avranno le cinque ricerche , conforme le esposte al 5* ^^ 9 
cioè , 



esprimere : i.* A 



a.» d 



3.» d 



4-/ 



per d' 



... A* 



. . . d' 



, . . d' 



Oa CL • • • T • 

Non considereremo , che le tre prime. 
i."" Se nella formola (3) del $. 3o , sostituiscansi gli svi- 
luppi cavati dalla formola (E) 
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^-=*'"^'^^-^WÌ-)+^ì^)+- 



ec. ; 



si otterrà l'espressione della di/Terenza fratta A'/ data per 
le differenziali intere. 

In altro modo , sviluppando inversamente la formala (G) 
($. 41 ); ossia 

•^~l "" J =(—')['""* J ' 

si ha (G) 

aT , àv p "^^^ p(p-q) '*"^^) n 

aV = (— ly---^e +£i£_JLie — ec. 1 . 

espressione, nella quale non abbiamo più, che a porre gli 

sviluppi qui sopra di e , e 9 ec. , ed a rìuQÌr 

quindi i termini simili. 



r 



a/ La seconda questione: esprìmere (2^ per AS è impos- 
sìbile ad ottenersi colie formolo , di cui trattasi. Se si cer- 
chi di sviluppare la iormola (D), in qualunque modo ciò 
facciasi , è evidente , che la funzione del secondo membro 
Zog(i+A/) avendo essenzialmente il fattore A/ 9 lo sviiup- 



1 

V 
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po di [log(i+ Ay)y conterrà sempre il fattore ad indice 

fratto aV- 

S.'' Freso lo sviluppo (a) ( $. 4^ ) della formola (D), ossia 






1 1 



sostituiscansi a A^/^ A^ y , ce. i valori che ci vengono 
dalla formola (G) , e si otterrà 






ec. 



V 






.f v(p-9) _ (P + q)P j. . (£+^XP±^fc' -ecl 



-(£) 



— CG. 



9 



ove potranno porsi gli sviluppi di sopra (i*^)» e nàscerà 
UA^ espressione di questa forma 
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,(àr 



dy 



d^x 



daei 

.. ydy^ 

annullandosi il coefficiente di ^^J =«/. 

A cagion d'esempio, e per esercìzio di calcolo , dia 

^ x=: — . Avremo dalla formula (D) ($. Ai) 

q St 

Sviluppando e riducendo , nasce 
dx 






Sarà dunque h 

eppertanto 

I 



-,'- 



*3 »." 35 ^^ . 

JL 96' i F84' 



(J^r\ /— i\»l / I i3 35 N 



<è) 



CI 3 I 5 i3 7 35 \^ V^ 



/ I 3 I 5.3 i3 7.5 35 V 

^ 8^8 4 8, 96^ 8 384 ^ 
l.. ec. 



\d3: 
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Posti qui dentro gli sviluppi esponenziali (i.°), e conten* 
tandosi di quattro termini delle serie» risulta in fine, tol« 

to il primo termine , che s' annulla , ( — r) == 
( aoo5 fdy x 8a8 f^^y\ 479 a/'^Vx ; i 

Ma per avere unV espressione assai prossima , converrebbe 
prendere un gran numero di termini delle serie, essendo 
esse molto lente. 

Del resto , ove non vogliasi V espressione di forma , ma 

I 

il valore assoluto di f — r), dovrà nei casi particolari 

aversi riguardo nella convergenza della serie , alla dìfTe- 
renza cu del sistema delle differenze , ed ai differenziali 
della particolare funzione / ; come pure al valore della x. 
In tal caso le serie possono divenire assai convergenti' 
( come per esempio , se » fosse una frazione deir unità , 
e si avesse y =: log x , essendo la x > i ) ; e può venire assai 

(d^y\ 
— ^ j : ciocché 

intendasi delle differenziali fratte qualunque. £' facile ve- 
dere , che sotto questo aspetto la cosa rientra nel primo 
significato distinto al $• 38. 

S. 46. Le formole (A), (B) , (C), (D) ( S- 3o, e 41 ), mo- 
strano la mirabile analogia , che passa traile differenze , 
le differenziali, e gli sviluppi delle potenze; analogia, che 
deriva dalla perfettissima somiglianza delle leggi algoritmi- 
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che delle caratteristiche A , d a quelle degli esponenti, (i) 

Pt-r tale somiglianza riescono facili , come videsi , il ma- 
neggio e r applicazione di quelle formole ; sicché potranno 
iiistituirsi altre ricerche. Ma una cautela da non dimenti- 
carsi nel loro nso , si è l'opportunità della conversione- 
degli esponenti negli indici delle caratteristiche A,d;e 
la loro separazione da quelli , eh' esser dovrebbero veri 
esponenti df Ile differenze, o de' differenziali : impiegando 
le citate formolo in espressioni non lineari; onde non con- 
fondansi i veri indici co' veri esponenti. Pel: difetto di tale 
avvertenza , credo inesatte alcune deduzioni da quelle for- 
molo , sebbene conducenti a vero risultato. 

Conchìudevò il mio argomento sulle differenze, e sui dif- 
ferenziali col dire , che della sua importanza , non solo nel 
lume della Scirnza, ma altresì nelle applicazioni dell'Ana- 
lisi , me ne porge persuasione l' ampia idea di questa ; e 
tanto più , quantochè nel Calcolo alle Differenze miste già 
s' introdussero gli indici variabili sui segni dì Differenzia- 
zione ed Integrazione, (a) 

5. 47* L^ divisioni e definizioni in principio stabilite fu- 
rono intese appartenere in ultima analisi alle funzioni di 
una sola variabile, e le cose dette' riguardarono corrispon- 
dentemente le serie semplici. Ma egli è manifesto , che 



(i) Simile analogia fu già osservata da Leibnizio frallc potenze de* 
polinora) , e le differenziali de^ prodotti , come si disse alla nota del 
$. 39 j la quale finisce di giustificare il Leibnizio , anche riguardo alla 
seconda parte della distinzione dichiarata al §. 38. 

(2) Paoli. Tom. 3. Opuso. 3. ^ 
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quelle stesse ini portanti divisioni e definizioni sus^^istono in 
generale per le funzioni a più variabili, applicandosi sepa* 
ratamente a ciascuna variabile principale componente la 
funzione. Quindi nascono le varie combinazioni delle dif- 
ferenti nature della funzione dipendentemente da ciasche- 
duna di quelle variabili. In conseguenza rilevasi ( J. iS e 
16)5 che le serie a più indici vanno soggette a delle con- 
sìmili considerazioni di quelle fatte per le semplici , ri- 
guardo alia loro interpolazione. Io non mi *i trattengo, 
ed avverto solo che ancora le differenze e i differanzìali 
parziali delle funzioni a più variabili, per esempio, 

m « /> / m+n^p + tc \ 



A' 



dxTdy"du^ec. j 

(indicando colle sbarre ricurve nel primo la variabile cai 
0Ì riferisce l' indice corrispondente ) , possono considerarsi 
siccome i termini di una serie a più indici , e sono suscet* 
tibili delle due accezioni sopra osservate* ($. 38) 

S- 48. Terminerò il presente Capitolo colle seguienti ri- 
flessioni. 

Quantunque il Calcolo delle Differenze miste potesse di 
leggieri presentarsi ai primi Coltivaftori dell* Analisi Diffe- 
renziale ; tuttavia i Geometri Condorcet ,, e La-Place sono 
riconosciuti per i primi, i quali l'offersero alT attenzione 
degli Analisti. Biot, Charles, Colmar vi fecero poi delle 
ricerche e delle applicazioni ; e La-Croìx ce le rapporta 
nel 3. Tom. della sua Opera al Capit. IV., ove tratta delle 
Differenze miste. 



Due 
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Dne celebri nostri Italiani vi « occuparono in seguito 
con qualche estensione : Paoli , e Brunacci. Il primo nel 
3.^ Opuscolo inserto nel S."" Tomo del suo Coreo trattò 
ampiamente la Teoria delF integraeione delle ec]uazioni a 
differenze miste lineari , parziali , 6nite ed infinitesime. 
Ma egli suppose, che le operazioni de' due Calcoli, delle 
Differenze e Differenziale, attacchino separatamente le va- 
riahiii principali , e le sue equazioni sono in conseguen* 
za fra più di due variabili* Sarebbe desiderabile , che 
siffatta Teorìa venisse innanzi spinta oltre tale limita- 
zione , la quale offre il più facìl caso , siccome quella 
che immediatamente dipende dalla combinazione degli ar- 
tihzj conosciuti ne^ due Calcoli. Per questo gli ingegni 
dovranno esercitarsi sulla Dottrina della equazioni tra* 
scendenti. , 

Il Cav. Brunacci nella I.* Appendice al 4^® Tomo del 
suo Corso di Matematica Sublime diede i fondamenti del 
Calcolo Misto preso nel suo senso generale , considerane* 
do cioè le due operazioni attaccare la medesima , oppu- 
re diverse rariabili. Cominciò egli primieramente dal mo- 
strarne la legittimità colla spiegazione che ne dà in prin» 
cipio alla pag. ^67; indi ne trattò i due rami Diretto ed 
Inverso sulle funzioni di una o più variabili, e passò poi 
alle equazioni, contemplandone i differenti casi. 

Cosi nacque e prese incrementa a' nostri tempi il Cal- 
colo Misto , fecondissimo di ntili e curiose applicazioni. 
Ora da' principe da noi posti ai primi $.' appare mani- 
festa in generale la naturale Metafisica di tal Calcolo , 
e risultano chiare la legittimità e sussistenza delle di£fe» 

7 
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renze miste delle funzióni 9 e delle equazioni a di/Ferenze 
miste , altresì quando le operazioni de' due Calcoli attac- 
cano contemporaneamente una stessa variabile principale ; 
e niuno dubiterà pertanto 9 che ì risultati ^ che se ne 
ottengono , non rappresentino cose reali e sussistenti in 
Natura. Del che vedremo le riprove con degli esempj 9 
oltre le applicazioni già fattene da' summentovati Geo- 
metri 9 e r indicata spiegazione datane nella sovraccennata 
Appendice, 



Si 



CAPITOLO II. 

% 

Punto di vista generale Geometrico nelV Applicazione del 
Principio di Comparazione delle serie alla Geometrìa. 

5. 49* ^ inora abbiam considerata le due serie ( 5* 9 ) sotto 
no rapporto analitico: passiamo ora a considerarle sotto uà 
rapporto geometrico. la tal caso le due serie, che analiti- 
caraente da se sole bastavano, dimanderanno inoltre nell* ef- 
fettiva applicazione geometrica una ipotesi , o condizione 
loro straniera , nel particolare riflesso della estensione geo- 
metrica ; ipotesi che. sarà geoeralme&te arbitraria , consi- 
derando la natura della particolare ricerca anticipatamente 
non prescrìverla. Cosi possiamo in generale rappresentarci 
geometricamente due serie sopra due curve o poligoni qua* 
lunque , o per mezzo di successivi intervalli , o a guisa 
di coordinate , partendo sempre da una data origine ; e se 
colleghiamo con linee guidate dietro una data legge , o 
per qualsivoglia operazione geometrica , ciascuna coppia di 
termini corrispondenti delle due serie : il risultato di que« 
sta costruzione rappresenterà geometricamente la relazione 
delle due serie. Possiamo ancora combinar diversamente gli 
elementi dell' estensione , e fi^^ar le due serie colla divi- 
sione di una linea e d'uno spazio superficiale o solido 9 
ovvero cou due spazj 9 e la relazione delle due serie verrà 
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sempre determinata da un risultato di una legge dì co- 
struzione qualunque , che leghi i termini delle due serie 
in quel modo stabilite. Possono ancora riguardarsi le no- 
stre due serie in due elementi qualunque intermedj del 
risultato di costruzione , ossia del general sistema colle- 
gato 5 che in tutte le sue parti procede in serie. Vedesi 
adunque quanto vi ha di arbitrario in quel risultato, si 
per riguardo alla maniera di ottenerlo , si per riguardo 
air elemento in cui si fa consìstere ; e che la relazione di 
due serie può , siccome neir Analisi , cosi nella Geometria , 
presentarsi sotto infinite forme. Però quelle . diverse com- 
hinazioni potranno le une rientrar neir altre , e non for- 
nire che dei problemi reciprochi in queste^ 

). 5o. Ma limitando siffatta generalità , consideriamo le 
due serie, come si disse, a guisa di coordinate sopra due 
lìnee qualunque, che supporremo in un piano, e si ri- 
l^uardi il riaultato di costruzione , come dante de' successivi 
punti in quel piano. La relazione dpnque delle due serie 
sarà data allora da un poligono. Se sì intende per polU 
gotto un sistema qualunque discontinuo di punti , astrazioa 
fatta da qualunque particolar loro legame di rette o di 
curve ; la relazione delle due serie sarà data da un poli^ 
gono dipendentemente da due dati. Quindi il sistema coU 
legato di tre poligoni in un piano rappresenta assai gene-' 
ralmente il sistema analitico di due serie, e dì una loro 
relazione. 

5* 5i. Limitando vieppiù la generalità , riduciamo uno 
de' tre poligoni ad un asse rettilineo , o ad un centro : 
astraendo allora da questo , la relazione di due serie potri 
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solo riguardarsi rappresentata dal sistema collegato dì due 
poligoni in un piano. 

Lìmitiaino ancora la legge di costruzione, e non con- 
sìsta essa ^^ che nelf unione de' termini rispettivi delle due 
serie ( geometricamente cosi rappresentate dall' un de^ due 
poligoni , e suir asse rettilìneo , o nel centro ) , con due 
srinpiìci normali all' asse , ed al lato del poligono; ovvero 
rapporto al centro , con una semplice retta da esso con- 
dotta ^ e la cui lunghezza, a partire dal centro, sia data 
da una h^gge. Noi potremo altresì sotto tale limitazione 
considerare ia relazione qualunque tra una proposta serie 
ed una cercata , geometricamente espressa dalla relazione 
fra un proposto poligono ed un cercato. 

Semplifichiamo infine viemmaggiormente la rappre'senta- 
ziòne delle due serie, riducendo due de' tre poligoni con^ 
BÌderatì in generale al $. prec* , o a due assi rettilinei , o 
ad un asse rettilìneo e ad un punto , o ad un punto e 
ad un asse circolare. Suppongasi di più, che nel primo 
di questi casi la costruzione consista nel collegamento fat- 
to con due semplici normali, vale a dire nelle coordinate 
ortogonali ; nel secondo e nel terzo , ella consista in una 
semplice retta , come qui sopra si è detto. Allora final* 
mente saremo giunti alle più semplici ipotesi, ed un solo 
- poligono potrà essere considerato rappresentare la relazione 
delle due serie^ 

5* 5ii« Yedesi pertanto quante limitazioni possono usarsi 
fieli' applicazione geometrica del principio di comparazione 
dì due serie ; e per quanta scesa scorrer conviene nel ca- 
liere dalle più alte generalità alle più semplici ipotesi. £ 
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da quanto abbiam detto è facile vedere ancora quanta re- 
strizione , se non di possibilità, almeno di facilità di ri- 
cerche corrisponder possa ad ogni limitazione : sebbene 
assolutamente, inteso il poligono nel senso del 5* So, la 
loro generalità riguardar si possa come intatta , sino alT ul- 
time restrizioni de^ più semplici termini di compara/Jone 
del poligono cercato. Cosi per esempio, tale facilitazione , 
rapportando ì poligoni fra loro , apparisce nel seguente 
problema. „ Dati due poligoni in un piano, la legge di 
costruzione consiste nelT unione di vertice per vertice cor- 
rispondente de' due poligoni con una retta , alla metà 
della quale innalzando una data normale in quel piano , 
si considera per terzo poligono collegato nel sistema , quel-» 
lo de' vertici nelle estremità delle normali innalzate. „ Ma 
]o ne darò un esempio estesissimo nel Metodo d'iscrizione 
è circoscrizione de' poligoni fra loro. Del resto il guada- 
gno di semplicità generale supera la perdita delle pàrti« 
colari facilitazioni. 

5. 53. Raccogliamo da quanto precede , che il sistema 
collegato di tre poligoni in un piano può rappresentare 
assai generalmente il quadro ^ geometrico di due serie , e 
di una relazione che le lega. Se le serie , essendo con- 
tinuamente interpolabili , diventano continue, o se i loro 
termini generali si riguardano come variabili continue, il 

« 

sistema de* poligoni diviene quello di tre curve. Quindi il 
j»istema collegato di tre curve in un piano offre un qua- 
dro geometrico assai generale della relazione fra due va- 
riabili espressa da una equazione ; e quindi inoltre sono 
applicabili alle curve le stesse Limitazioni,, e semplifica- 
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zìoni del $. 5i. Possono vedersi neir Analisi degli infiui- 
tamente piccoli del de-^rHópital varj modi immediati, 6 
xidacibilì , di questa rappresentazione; ed oltre le comuni 
assai note 9 ponno quivi , più che altrove 9 riconoscersi le 
facilitazioni sopra asserite, .che si estendono pure alla com- 
parazione delle curve fra loro. 

. $. 54* Se noi consideriamo tre serie , la loro relazione 
potrà in primo luogo esser data da una sola equazione , 
cioè fra due proposte ed una cercata ; e per mezzo di 
riflessioni consìmili alle precedenti ne potremo dedurre il 
pi'incipio „ che il sistema collegato di quattro poligoni a 
doppia inflessione nello spazio oflre il quadro geometrico 
di tre serie analitiche , legate da una relazione espressa 
da una equazione fra esse. „ £ se le due proposte saranno 
serie continuamente interpolahi li , inteso fatta la continua 
interpolazione, le tre serie diverranno tre variabili con« 
tinue , delle quali due potranno considerarsi .indipendenti , 
e la terza data per quelle mediante la supposta relazione* 
Allora nulla fissa le due proposte , né la successione de' 
loro, termini. Quindi allora il legamento di due variabili ^ 
ossia de' punti corrispondenti delle due linee che le rap- 
presentano, diventa arbitrario, ed il poligono neir indi* 
cato senso, considerato pel risultato di costruzione (5* 5o), 
degenera in una superficie curva. Quindi risulta „ che il 
sistema collegato di tre curve a doppia curvatura , e d* una 
superficie curva , è l'i magi ne geometrica nello spazio in 
generale dì una equazione fra tre variabili. „ 

'$. 55. In secondo luogo , se supponghiamo la relazione 
delle tre serie espressa da due equazioni , cioè fra una 
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proposta e dae determinate: allora egualmente ragionando 
in generale , come per le due serie , legheremo primiera- 
mente ciascuna delle serie cercate colla proposta , per due 
gualsivogliano leggi di costruzione stabilite ; e se rìguar-' 
diamo i due legamenti darci per risultato due poligoni , 
questi esprimeranno la relazione di ciascuna delle serie 
cercate 9 in particolare colla proposta. Indi per un terzo 
legamento , dipendente da una legge fissata di costruzio- 
ne 9 collegheremo que' due poligoni fra loro , ed un nuo* 
vo poligono risultante esprìmerà la relazione separatamente 
fra loro delle due serie cercate* Cosi , conaiderando i due 
primi legamenti , come formare una sola specie , ed il 
terzo una seconda ^ ne nascerà V altro principio „ che il 
sistema doppiamente collegato di sei poligoni a doppia ìvl^ 
flessione nello spazio , risultante da due specie, o ordini 
di legamento, è una pittura geometrica assai generale di 
tre serie 9 e di due equazioni esprimenti una relazione fra 
loro „ ; e parimenti „ che il sistema doppiamente colle* 
gato di sei curve doppie rappresenta in grande generalità 
il sistema analitico di due equazioni fra tre variabili. ,, 

$. 56. Facendo ora le analoghe limitazioni alle sopra pra*^ 
ticate (S* ^O? ^ ^^ dedurrebbero i particolari processi 
soliti ad usarsi ^ e potremo egualmente arguire il sagrificia 
di motte vedute , e facilitazioni dì ricerche ^ alla sempli-- 
cita generale. Quindi si vede, che il nostro punto di vista 
geometrico, corrispondente à\V universal principio analitica 
della comparazione delle scFie » ha per lo meno il vantag-- 
gio di raccogliere e concentrare in se stesso tutta la varietà 
delie ricerche g^ e de' metodi, geometrici di comparazione. 

i ^1- 



( 
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5. 57- N* saremo plinto fertnati alle ire serie ; ma pos* 
«iaino progredire a quattro , e ad un maggior numero , 
senza che il nostro punto di vista geometrico sì arresti 
Cbe anzi dedurremo generalissimamente ,, che possiamo 
sempre avere un sistema geometrico di tanti ordini di le- 
gamenti 9 qnante sono le equazioni fralle serie contempla» 
te^ rappresentante, sotto a leggi stabilite di costruzione 
per ciascun legamento, rimagine geometrica nello spazio ^ 
od anche in un sol piano, d'un numero qualsivoglia di se» 
rie analiticamente legate da una relazione Ira loro, espressa 
da quelle equazioni „ : e da tal principio ne deriverà, per 
la continua interpolazione delle serie, il suo analogo delle 
variabili. 

5* ^^' ^^ bastino queste generalità a dimostrare il per- 
fetto accordo della Geometria colP Analisi nell' enunciato 
delle sue rappresentazioni; e bastino a far comprendere ^ 
che più vasto è il campo della prima dì quello della se« 
conda ; e che questa è lo Stromento , o il Linguaggio prò* 
prio di quella nelle di lei investigazioni. Solo aggiungia* 
mo, che dalle stesse generalità , e dal medesimo accordo 
coir astratta Analisi, non va pur esente la Meccanica , la 
quale essendo una Geometria ancor più doviziosa della 
propriamente detta , attesi i nuovi elementi naturali, che 
iri s' inducono a costituirla , offrirà anzi maggior varietà di 
combinazioni , e più ampio spazio di ricerche. E ne vidi» 
mo già , in quanto riguarda il Calcolo Differenziale , una 
generale Applicazione analitica , fattane nella grand' Opera 
della Meccanica Analitica da La-Grange. Ma due altre 
Meccaniche analitiche potranno aversi , dipendenti dagli 

8 
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altri due rami; al qaal effetto^ insieme a quest'Opera, 
occorreranno, e la celebre Equazione delle forze, dì Fosso in- 
broni (i), ed i preziosi prìncipj , e releganti forinole di 
Carnot sui cangiamenti bruschi, (a) 

5- 59. Cosi limitiamo finalmente le nostre idee, onde di- 
scendere a delle Applicazioni. Consideriamo dunque un si» 
stema regolato geometrico in un piano , e sia continuo ^ o 
discontinuo , riguardiamolo procedente in serie. Contem- 
pliamo per due serie due elementi qualunque collegati del 
sistema per qualche legge di costruzione. Ciò posto , se 
chiaminsi ar„ , ed j„ i termini generali di quegli elementi 
o di quelle due serie, e se indichiamo per <p==o la loro 
relazione , noi avremo i due problemi. 

I. Essendo data la relazione <p=:o di due serie, ed il 
termine generale x^ delFuna, trovare il termine generala 
y„ dell' altra serie; 

ovvero geometricamente : 
Essendo data la costruzione del sistema , e la serie di un 
elemento , trovar la serie di un altro elemento collegato 
qualunque. 

II. Essendo dati i termini generali x^ , ed y^ di due ee^ 
rie, trovare la loro relazione <p = o; 

ovvero geometricamente : 
Essendo date le serie di due elementi collegati qualunque 
del sistema ^ trovarne la costruzione , sotto la data legge 
di costruzione regolatrice del sistema. 



(i) Memoria sul Principio delle velocità virtuali. 
(3) Principes de VÉquilihre et du Jdoiwement. 
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5- 6o. Rendonsi ora necessarie per 1* attuale applicazione 
deir Analisi alcune distinzioni , da cui si è potato astrar- 
re, parlando in generale, e che meglio si comprenderan- 
no al presente , che le idee sono più fissate. Fra gli ele- 
menti collegati del nostro sistema geometrico distingueremo 
i principali da* secondar] , e corrispondentemente pure le 
loro relazioni si distingueranno in principali e secondarie. 
Gli elementi principali , e la loro relazione sono quelli 
che s' intendono primitivamente dati per costituire il siste- 
ma sotto una stabilita legge di costruzione. Gli elementi 
collegati secondar i del sistema , e le loro relazioni , sono i 
materiali che egualmente avrebbero potuto costituir il si- 
stema sotto alle corrispondenti leggi di costruzione, allora- 
quando eglino primitivamente fossero stati scelti. Quindi 
risulta , che gli elementi secondar) collegati di un sistema 
determinato, se si collegano co' principali, saranno come i 
termini generali di serie secondarie , che avranno una re- 
lazione colle principali di quelli ; e cosi le relazioni fra 
loro degli elementi collegati secondar] , non sono che rela- 
zioni dipendenti da altre relazioni: il tutto, conforme alle 
operazioni analitiche. 

Per esempio nel comuu modo analìtico di rappresentare 
una curva piana, saranno l'ascissa e l'ordinata gli ele- 
menti principali, e l'equazione fra i mede&imi la reia- 
sione principale. Lo spazio poi della curva, l'arco, la 
tangente, la normale , ec. collegati a . due fra loro, o 
coir ascissa , ovvero coli' ordinata ^ daranno degli elementi 
collegati secondar] della curva , o, se si vuole più genew 
Talmente ^ dell' intellettual sistema piano geometrico in quel 
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modo primitii^àmente detertnirìato ^ nel quale ^i concepiscono 
tuttwìa rappresentate tutte le altre possibili leggi di costruì 
zione : e la rf^lazìone fra que' due elementi collegati qua- 
lunque sarà una relazione secondaria risultante dalla pria» 
cipale , o dair equazione della curva. 

$• 6i. Come noi supponiamo generalmente le due serie 
continuamente iuterpolabili ( $« 5 ) , cosi intesa eseguita la 
continua interpolazione, il sistema in ultima analisi con- 
terrà sempre una curva ; e questa propriamente verrà con* 
siderata , come la base del sistema* Ma ne' casi , che i ter* 
mini generali de* due elementi collegati qualunque sleno 
funzioni discontinue , il grado massimo d' interpolabilità 
delle due seri^ determinerà la base del ^sistenia , la quale 
sarà un polìgono , che si otterrà effettivamente coir e«e. 
guire V interpolazione di quel grado massimo» Di questa 
base svilupperemo in appresso F esistenza » e la vera sjgni^ i 

fìcazione. ^ 

5« 6a. Poste le quali cose , siano z ^ t gli elementi se^ y 

condarj del sistema , o della curva ; x , / i principali , o 
la coordinate. Il primo problema geometrico del $«599 
consisterà nella ricerca della relazione del sistema fra z 9 
e t ; sia che tal relazione immediatamente , od a priori , 
quand' è possibile , venga assunta ; 9ia eh' ella si operi sul 
passaggio dalla relazion principale. Dopo ciò la soluzione 
del problema dipenderà dalla risoluzione dell' equazione 
trovata in z , e t , esprimendo Y incognito elemento , per 
esempio z^ per T altro t, cui verrà sostituito ì\ dato ter- 
mine generale. Co6Ì la diffiicoltà del problema ripa r tirassi 
Sn due. Quanto alla Geometria^ ella coiisisterà in qc^elU 



rfcerca , o in quel passaggio alla relazióne decondaria fra 
js e 1 9 dietro la definizione di questi due elementi. Quan* 
to ali' Analisi , ella si diramerà in quattro specie dipen* 
dente mente dai quattro rami analitici ^ cioè : delie equa* 
zioni puramente algebraicbe, o trascendenti; delle equar 
zioni alle differenze ; delle differenziali ; e di quelle a 
differenze miste : secondo che all' uno od ali* altro appar- 
terrà la trovata relazione. Le equazioni algebriche o tra- 
scendenti ordinarie , e le differenziali 9 formeranno il ge- 
neral caso 9 nel quale gli elementi z ^ t della curva com- 
prenderanno un sol punto generico della medesima. Le 
equazioni poi alle differenze 9 o alle differenze miste con- 
terranno r altro 9 in cui più punti generici della curva 
saranno abbracciati da quegli elementi. 

5. 63. Rispetto al secondo problema del succitato 5* ^9 \ 
eioè air inverso del precedente 9 denominati del pari z ^ t 
i due elementi del sistema 9 o della curva; potrà in primo 
luògo consistere la difficoltà geometrica rdel problema nella 
ricerca delle equazioni fra z e t 9 le quali determinino 
per questi elementi ì termini generali delle due serie; e 
questo allorquando non saranno immediatamente dati per 
analisi i meilesìmi termini generali. In secondo luogo quella 
difficoltà verrà a ricadere sul reciproco passaggio dagli ele- 
menti secondar] z^ t^ e dalla loro relazione 9 a quella tra 
gli elementi principali 9 o traile coordinate x j y della cur- 
va ; e ciò alloraquando non fodero date immediatamente 
in analisi , ovvero note dalla definizione di que' due ele«- 
menti per le formolo che si sanno 9 le relazioni di quegli 
clementi medesimi, alle coordinate. La difficoltà analitica 



poscia , conformemente al problema diretto, si di 
nelle quattro specie , o nelle cinque , secondo i quattro 
rami analitici d'equazioni, o secondo i cinque^ se distiu-*^ 
guer vogliasi il ramo delle algebraiche da quello delle 
^ascendenti. 

J. 64« Si per l'uno, che per T altro problema, ponghia- 
mo qui (A) le forme delle equazioni de^ quattro rami in 
tutta la loro generalità. Nella IV. si sottintende per l'ele- 
mento z l'aggiunta de* termini relativamente ad j, cioè 
debbesi intendere inclusa la permutazione dell' a; nell' ^ , 
la quale è doppia ne* termini contenenti due operazioni , 
tripla ne- successivi contenenti tre operazioni ; e cosi di 
seguito. Per brevità poi, intendendo per (z) tutto quell'ag- 
gregato di termini in z^ (t) marca lo stesso che (z) , colla 
sostituzione di t a. z ; (y) lo stesso che (z), colla sostitu- 
zione di y a z; esclusi però in esso (/) , com'è chiaro^ 
tutti i termini rapporto ad j, perchè / ^ funzione solo 
di X. Sotto queste convenzioni la IV. formcda rappresenta 
la forma generale d'equazioni de' due problemi spettanti 
al quarto ramo« 
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$. 65. Per il problema diretto , essendo data V eqfuazione 
delia curva /(a:,/) = o, dalla risolozione cifrile due erjua- 
jsioni di quelle forme fra z ^ t ^ x ^ y ^ u otterremo z , t 
espresse per X5/, u; e quindi colT elimina/iòne di y ed 
rr otterrassi la relazione fra z e t soltanto. ($.b^) Per 
r inverso reciprocamente passeremo còli' elìminazioùe di z^ 
t, ed U9 mercè le condizioni e relazioni date de' termini 
generali z ^ t ^ alla equazione fra ^ 9 7« ( $ 63 ) 

$. 66. Ma non consideriamo T eliminazione di u. Il pro- 
blema inverso ridurrassi allora , dipendentemente sempre 
dalle poste forme (A) d' equazioni ^ à due equazioni, o fra 
z ^t j u soli , o fra x ^ y ^ u soli. Supponiamo il primo caso , 
che comprende il secondo; e in ultima analisi, risolute le 
due equazioni fra z 9 t ^ u ^ possiam considerare d' avere 
z^ « Fu y t^=^ fu \ conforme V enunciato del problema 
inverso. ( S* ^9 ) Stando ora attaccali particolarmente a 
quest'enunciato, vogliasi la relazione de' termini generali 
z^s=: Fu ^ tu = fu di due serie determinate. E' facile ve- 
dere, che sino a tanto che non sarà eseguita la completa 
eliminazione di u nell' equazione (f>{zu^ t^^ u) =z o risul- 
tante da quelle , e più generalmente in una equazione 
risultante , per esempio , 

9( 2„, Zu+i 9 ec. t„, t«4.i , ec, u , u + I , ec, ) == o ; 
tale equazione contenente la relazione traile due serie sarà 
arbitraria, cioè potrà presentarsi sotto infiniti modi» Se noi 
nella equazione (p = o, assumiamo per t^ un altro termine 
generale t\^=^ f^u ^ ci verrà un altro termine genenile 
z\^=^ F^u ^ diverso dal primo. Q»iindi la relazione q)s=o 
apparterrà ad uii numero injìnito di serie combinate, fralle 

quali 
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qudli entreranno le due proposte , come un caso partico- 
lare. Ma ancora non dipartendoci dalle due equazioni sup* 
poste t„ css /u, j2„ = Fu; e considerando il sistema loro rap- 
presentarci la relazione delle due serie nella risultante 
<p=o:vedesi, che fin a tanto che T indice u non sarà 
completamente eliminato, la risultante 9==:o sarà arbi- 
traria. Cosi 9 non solo la <p = o apparterrà ad un numero 
infinito d'altre serie; ma ancora ella stessa sarà indeter*- 
minata. 

$. 67. A determinare pertanto la relazione fra due se- 
rie proposte 9 non vi rimane che la perfetta eliminazione 
dell'indice. Allora la risultante 9 = fra ì due termini 
generali z^^t^ è unica , e diviene un' equazione determi* 
nata fra due variabili continue z e t. Adunque stabili- 
remo 99 che la relazione fra due serie proposte è data da 
una equazione fra* loro termini generali Zu^t^^ considerata 
come fra due variabili continue z ^ t ^ la quale si ottiene 
colla perfetta eliminazione del- loro indice a.,. Se pertanto 
i termini generali z^^t^ non saranno due funzioni variabili 
continue 9 o ^e le due serie non saranno continuamente 
interpolabili 9 T eliminazione di u non potrà aver luogo; 
e reciprocamente- Segue di qui un carattere per ricono-> 
scere 9 se una serie è continuamente ìnterpolabile, o se il 
suo termine generale t è una variabile continua. Quando 
nella sua equazione tzxzfuj sarà ricavabile Vindice u dato 
per t ^ la funzione t safà continua ; e quando nò ^ la fun* 
zione t sarà di natura sua discontinua. Cosi per esempio 

nella funzione inesplicabile t s=; i. a, 3. 4* • • • • ^ ^^ ^^ rico^ 
nosco un tal carattere. 



^6 

5. ^8. L' eliminazione dell' indice adunque eseguisce la 
continua interpolazione di due serie. Ciò posto, riprendia- 
mo le due equaiisìoui z„ =s Fu ,^ t^ =f^ 9 © più particolar- 
mente, pel nostro scopo, le due yu^^=^Fu^ x^=^fu^ fralle 
coordinate del sistema. Queste due equazioni ci rappreaen^ 
teranno nn poligono, inteso similmente come al 5^. 5o; cioè 
nn sistema discontinuo dì punti , astrazione Xatta dalla par^ 
jticolare unione con rette, ma collegati, s'è d'uopo, fra 
loro sotto una legge qualunque. Immaginiamo che sia £H.tU 
r interpolazione di r termini t^'a quelli delle serie rappre- 
sentate da /„ , a:«: Indicando per 'F, '/ le funzioni simili e 
4elLa stessa natura determinate ;Come al J. 16 di F ed f\ 
P P^T y^ 9 'a:« gli analoghi valori delle coordinate /„, x„: 
{lyremo altri poligoni interpolati fra ij dato, i- quali si 
otterranno dando ad r i succeatsivi yajori de' numeri na- 
turali; e le equazioni lorn saranno [jr^f='i^w, 'x^^s^ /«, max- 
cando con o) il loro indice; e queste coincideranno rispettiva- 
mente pei valori di (u = (r+>)i^ colle due del dato poligono 
/„=:JPa, x«T=/i^; vale a dire i punti di quelle corrispon- 
denti ad (r-*-i)i^ x^oincideranno co' punti d^ti da queste, 
corrispondenti ad u. Di q.uesta infinita di poligoni l' ultimo 
è la curva dell'equazione (^{x^^y^)^=^o ^ o <p(a:,7)=c^ 
che ci proviene dalla eliminazione di u. Cosi ujpa tale 
curva contiene tutti i vertici , o termini di que' poligoni. 
Ora la doppia serie di quelU equazioni y ^ === '/"i^ , 'a;„ === '/u ; 
'y„ = ' Fu^ x^ = "/u; ec^ antecedenti alle due y^=z Fu^ 
oTu ^= fu '^ che jci viene dai successivi valori di r : come 
pnre la doppia serie delle conseguenti y\= F'u ^x'^^^fu; 
y\=^ J^"^9x'\=^f''Up ec. che ci verranno per rintercala^ 
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siane del poligono proposto: queste doppie serie sono tutte 

contenute nelle due equazioni y^=z Fu ^ x^=ifu ^ sol che 
rìguardinsi le costanti di F ^ e di /, come ìndetermiiTate. 
( S* i^) Quindi per quanto le condizioni del caso parti- 
colare ci assegnino colle equazioni y^s=,Fu^ x^ = fu un de- 
terminato poligono, tuttavia la contemplazione generale di 
due equazioni y^= Fu ^x^=zfu di un poligono, nulla pro- 
nunciando sul valore delle costanti di F ed /, in ordine 
al grado espresso od implicito r , apparterrà contempcra'* 
neamente a tutta la serie rispettiva di poligoni. Cosi in 
generale le due equazioni /„== Fu , x„=/u per se stesse- 
Bon bastano a stabilire un poligono fra una determinata 
serie. Ma per T eliminazione di u , eliminandosi insieme il* 
grado espresso od implicita r d*interpolabilità o d^interca- 
labilità delle due serie; rendesi dimostrato, che la curva 
che ne risulta , forma il solo caso in generale determinata 
in se stesso ; e ci viene per conseguenza data nella curva 
medesima la base di tutto il sistema geometrico. Se poi le 
due serie considerate non fossero interpolabili che ad uo 
certo grado , la base naturale del sistema sarebbe V ultimo 
poligono interpolato del grado medesimo. ($. 6i ) 

5. 69. Recìprocamente, se sarà data T equazione di uni^ 
curva , o della base di un sistema c(a:,7) = o , potrà con- 
siderarsi tale equazione , come ia relazione determinata di 
un numero infinito di serie combinata, le cfuali risulte^- 
ranno dal porre nell* equazione <p(x„, /„) =5 o, in luogo di 
x,,^ il lertiiine generale di una scelta serie x^=:fu'^ dandoci 
y equa /ione <p = o il corrispondente dell* altra y^ = Fu r 
e g.eometdcamente , potrà considerarsi la curva ^ come il 
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luogo geometrico di un^infiDità eli polìgoni , o di aìstemi 
discontìnui particolari. Ma ancora riguardando x^^sszfu , e 
quindi parey„s=Fa, come due serie determinatei ovvero 
geometricamente 9 riguardando in quella curva una d^er- 
minata serie soltanto di poligoni: la relazione ^(Xu^y^) s=so 
potrà presentarsi sotto infinite forme , dipendentemente dai 
varj modi d'introduzione deir indiice u^ per niezzo del dato 
termine generale x^s^ fu ; ovvero geometricamente , que Ila 
determinata serie di poligoni rappresentati da Xu^=sfi^ 9 
4(^tt9y«) = o, potrà derivare da infiniti modi ^ o da infi- 
nite condizioni difiorenti di un proposto problema. 

In questo , e neir antecedente paragrafo sono contenuti 
la spiegazione e lo sviluppo de* due problemi generali del 
S* 5q. Ne' medesimi inoltre è riconfermata la verità di quanto 
asserimmo al $. 58 ; dimodoché lungi dal considerare la 
Geometria quasi dell' Analisi più limitata e men generale, 
può dirsene il Soggetto immancabile 9 come V Analisi dal 
canto suo , ridotta a perfezione 9 sarà V immancabile Liu* 
gua 9 o Stromento che nomar vogliasi 9 della Geometria. 
. 5* 7^' Nelle forme (A) poste al J. 64 vedesi alternato 
r ordine delle operazioni d^Aid^^y ec. : ciocché inteo-^ 
desi pur fatto rapporto ai successivi termini. Questo ha luogo 
appunto nel nostro soggetto generale 9 in cui la differenza 
Ax è variabile ; mentre ne' sistemi a difierenza variabila 
quf^lle alternative d'ordine nelle operazioni conducono a 
difiereuti risultati. Abbiam già veduto (S- 8) essere questi 
identici nel caso della difierenza costante. A maggiore' schia* 
rimeoto non sarà discaro al L'attore di vedere un' altra di- 
mostrazione di eifiTatta veirità9 eguale premetteremo uaita-» 



69 
mente al seguente principio , in forma di due I^emmi ^ 
avanti di passare alle Applicazioni. 

I. Neir ipotesi delta differenza costante qualunque Axs=a, 
possono alternarsi in qualunque ordine le operazioni com- 
binate in numeri di volte qualsivogliano d, ù^ ^f ^^ sopra 
una funzione q>x: cioè il risultato di d^A^p^^^ è sempre 
lo stesso 9 aggiunte le costanti arbitrarie nelle integrazioni. 

La dimostrazione si riduce manifestamente ai quattro più 
semplici casi : d A == A<2 

/A « A/ 
/S = 2/. 
Prenderemo soltanto il quarto , essendo anche più agevole 
procedere similmente per gli altri* 
Abbiamo pertanto 
(i) 2<jw=*s^ + (p(a: — a)-f (p(T— aa) + cK^ — 3a)+ ce. 

Ora il Teorema di Taylor ci dà , eom' è noto , la serio 

nella quale è fatto xss^o in 9, e ne' suoi differenziali. 
Sostituiti adunque di qui, superiormente i valori degli in- 
tegrali /<p( x — a ) , /(p( X — aa ) , ec. avremo , tralasciando la 
costante arbitraria C diggìà aggiunta , 1* espressione 

• • ' rf ec. • ' 4- ce. • 
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Facciasi adesso snll* istessa serie (A.) 1* integrazione per 2. 

Sarà 

e aostituendo i valori di 

X 
21 =: — 

a 
Sa; s=i(x — a) + (x — aa) + ce. 
2ar^=z:(x — a)^ + (x— aa)^ + ec. 



ec. ; 



senza costante, si ha, permutando le costanti arbitrarie^ 

:sf<px:=.B + Jx + x-a.<f(o) + ^^—^^ (.^) + ec-; 

(x—aay 
+ X'--%a -h 

+ ec. 4 ec. 

risultato identico a quello di sopra. 

Rimarchisi pertanto in generale, che in questa identità 
di risultati è implìcitamente sottintesa T opportuna permu- 
tazione delle costanti arbitrarie portate dalle due specie 
d' integrazione. 

Si rimarchi altresì, che se nelle formolo (i) , (a) le co- 
stanti A^ D portate dai segni sommatori 2., si supporrai^- 
no , siccome è lecito , delle funzioni arbitrarie 9^aj/ dì 

QiirX ^ SknX 

sen s^^^^^J 1* dimostrazione avrà ancor luogo, colla 

permutazione di i|/ in fipdx. 

II. Data una equazione fra due variabili <r'(^9 >") = <^ » 
«ono legìttime, e sassistono insieme con essa, tutte le equa- 
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zioni alle differenze miste qualsivogliano , che se ne dedu- 
cano , rapporto alla stessa variabile x, di cui la / si con- 
sidera funzione. 

Sebbene la dimostrazione risulti ^ià da^ primi paragrafi, 
del Gap. I. , e dalle cose sviluppate ai 5*' 66 , 67 , 68 e Ò9 ; 
nondimeno la ridurremo qui assai breve. 

£' dimostrato, che sussìstono insieme colla pi*oposta tutte 
le equazioni alle differenze. 

£• dimostrato , che sussistono colla proposta tutte le 
equazioni ai differenziali. 

Inoltre è per se evidente , che la condizione di variabile 
continua 9 siccome la v , non esclude il riflesso delle sue & 
nite variazioni: o in altri termini, la natura di variabile 
continua non impedisce la considerazione simultanea de* 
suoi stati staccati. 

Dunque in generale le due classi d'equazioni differen-^ 
ziali , per mezzo dei due Calcoli , possono promiscuamente 
dedurjsi dalla proposta, e le une dalle altre; e fornirci 
colle loro combinazio»! delle equazioni alle difierenze mi- 
ste qualunque £ra due variabili. 

JE' evidente, che la stessa dimostrazione sì addatta alle 
equazioni fra un maggior numero di variabili per entrami 
bi i caaì, ne^ quali le operazioni de' d*ue Calcoli attacchino 
le medesime , o diverse variabili. 

5* yi* Venghiamo ora nel seguente Capitolo a fare delle* 
applicazioni del Problema generale diretto del 5* ^9, fraUe 
quali considererò primieramente quelle, che offrono il ge^ 
jaeral Metodo della Divisione delle %ttre geometriche. 
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Problxma Dirktto. Applicazioni contenenti il Metodo 

generale della Divisione delle figure. 
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ROBLEMA Diretto. In una data curva conoscendo il ter- 
mine generale della serie di un elemento t, trovar quella 
di un altro elemento collegato z , supposto n il numero de* 
termini delle serie fra i limiti delF ascissa x=:a, x = &. 

$• 7A« Se V elemento cercato z sarà dato in funzione espli- 
cita dell'altro t, e saranno noti tosto i limiti di t , il pro« 
blemà non avrà difficoltà. Otterrassi il termine generale 
Ma di Zt colla sostituzione del dato t^ in luogo di t ; e le 
condizioni de' limiti verranno adempite per le equazioni 
tosssh^ t^=:A;; h^ k essendo i limiti di t. Esempj. 

i.^ In una rètta riferita a un polo voglia aversi il ter- 
mine generale delle parti corrispondenti ad angoli eguali 
de' raggi vettori. 

Chiamando e la distanza del polo dalla retta ^ x V angolo 
del raggio vettore y con essa distanza, l'equazione della 
retta ò y=iC:cos x. Sia tang x=^t^ e 2 la parte della retta 
a contar dalla normale e al raggio vettore /, e sarà imme- 
diatamente 1' equazione della retta fra gli elementi z ^ e t; 

2s=c^ Essendo a^& i limiti di x 9 avremo x^9=ia + - 



n 



e 



7^ 

/ (6— a)»v ^ 
e quindi z^ =i e tang [^ a A j. Se vorremo pertanto la 

j^eiìin. delle parti successive, essa sarà espressa da Az^,, e 
sì otterrà 



^^1^1 



csec 






cot — — + tang (a + — j- — : 



)(■ 



Se a contar la z si fosse partito dal raggio vettore cor* 
rispondente a) primo limite a, T equazione sarebbe stata 
z =ict -^ ji^ ed avrebbesi avuto z=:o per tx=:tangai onde 
^sssi — e tang a j e l'equazione colla costante determinata 
z:=siCt — clanga. In tal caso si ha 



e 5cc^ a i ] cot 



\ ' {b — a)» ) 

• j cot tang a\.(i) 



A.^ Sia la parabola appoUoniana dell' equazione al vertice 
y^=^jfXi e si voglia determinare il termine generale della 
tangente corrispondente alla serie delle ascisse in progres* 
sioue armonica. 



Avremo t, 



m 



OP. 



5+rtir 



; onde le equazioni x^ 



af«=6 daranno jc„a=5 — • v ^ "^ uj:=ia : ( i 



h — a 



•» • 
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Ci) Qaesto seiupKce pfoblema è qaello in cui sì eercano le parti 
prospettive di uaa retu , sotto angoli eguali. Yeggasi il Trattato^ Teorico-^ 
Pratico di Prospettiva di Eustachio Zanottì , principalmente nella Ses» 
IX. , pag. io8 e seg. j e sì rileverà facilmente clie il Metodo , di cui 
trattasi , serve a somministrare delle formolo generali per moki alici 
problèmi di Prospettiva^ 
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Posto questo valore in zrsst \/(px + 4^^) ^ *^ ^^ 

I /■ nab |/*/ 4^^(10 X 

5. 73, Verrebbe ora ad esser distinto il caso reciproco ^ 
nel quale cioè si ricercasse t^ essendo z o z^ dato in fun- 
zione esplicita di t. Ma noi passeremo a degli esempj in 
^generale , lasciando che il Lettore per se vegga ^ n gli ele« 
menti che 8* impiegano ^ quanto la sorta di loro dipendenze. 
Esempj. 

$• 74* !• Sia r equazione della retta ysszax-^^fi^ ove ^ ò 
la tangente deir angolo che fa la retta coli* asse ^ fi V ordi- 
nata air orìgine ; e vogliasi dividere in h parti eguali il 
trapezio, che corrisponde ad v^^S'O,^ x^=siby essendo le retto 

dividenti le ordinate» 

X — a 
Avremo subito z^ = -^ r«(^ + ^) + ^/] 5 ® ^ intera su* 

perficie^ che chiamo Jlf» [a(& + «) + ^iJ35 onde Te* 

quazione z„ssxtu diventa ———£«(« + a) -|-ftjSj=ss --^, 

da cui 6i ha x.«--±;/'j(a + -) -^-7-^ 
Coroll. i." Pel triangolo , fatto jJ ;== P , sarà 

Corali. A.^ Pel rettangolo è « ss= o , e T equazione diviene 

Mu u 

i(x— o)jJ=«--^, ohe dà a?=sÈ:a4.(6 — a) — . 

5* 75. II. Se le rette divìdeQti s9ranno delle parallele ad 
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una data, la quale faccia coli* asse T angolo p^ ei tra^tbr- 

mera T equazione y=:ax+fi in un* altra v ss g^'t +fi' traile 

coordinate dell' angolo p , e della stessa origine ; ed avremo 

a S 

s€np+ A cos p ' ^ 5.enp -^ « co^ p * 
Talori 5 che sostituiti nelle formole ottenute ci daranno f^» 
5. 76. IIL Siano le rette dividenti, lo spazio compreso fra 
l'asse ^I ( fig. 1)9 e la retta considerata BL , de' raggi 
vettori guidati da un medesimo punto O fralle due rette» 
Gioverà prendere allora le equazioni polari delle due ret- 
te ^ e cercare l' espressione generale dell* angolo* 

Siano le perpendicolari Ol zsz m ^ OL &= £ 9 I' angolo 
LOI=^a^ OM^y^ OiV«i>9 e l'angolo lOM = x. Le 

t m 

equazioni delle rette saranno y « cos\x-a) ' "^ *= ^57^ ' 



e si avrà 

• 






z,^^f{y'-v^)dx^ 


: — Z*tang(a:— «)— 


-Ttn^tcmgx + C ; 


onde — Ptang{x — «)- 


I 

^ — m'^taiigx+Cz 


=i ^ , da CUI SI 



ottiene t«T»gx=-— 7^ — (r— .to')co(;«— — — 4-c7 J-f* 

_ • ♦ 

dove itf è la superficie dell' intero quadrilatero fra dati 
lìmiti, e C la costante deir integrale cor rispondentemente 
determinata » la quale è in conseguenza 
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Coro/Z. Quando le rette sono parallele, si ha ^sso^ e rir 
montando alla prima equazione , essa diviene 

— (Z^_ TO^) tong x = Cp e aard 

j 

M s=5 — ( Z* — ^'^^ ) ( *^^^ ^ — *^^8 ^ ) 7 * 

tangx=>{tan^ b — tanica) tang a. 

%. 77- IV. Sia ij quadrante circolare di raggio r, dell'equa» 
zione al centro y^^;=^i — a:*, e voglia dj^vider^i in n parti 
eguali colle ordinate yl 

Ayremo Zx = fydx =z 

*^ "" ^ ~ a.4. 5 "~ a.4. 6. 7 ~ ®P- *==" JX' 

I ^1^ 
Laonde, ritenuto — -^=jj, e fatto a;=? Je+Sz^+Cz^+ec, 

pel regresso delle serie troveremo 

serie tanto più convergente, quanto più prossima al centro 
à la parte i^.«""*, che si cerca# 

5* 78. y. Prendiamo ^ equazione alle sezioni ooniche 

^''^ = — 7 ( aax ^x'^)j e sia da dividersi il solido di rivolo^ 
zione normalmente nU' iisse. 
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Sarà z^ = fity'^àx is=.—\^ ax* ^ "3" "'" ^ / » ® P®' detenni- 

4 

nare ^ aTresao 1* equazione del 3.° grado 

doFO ilf rappresenta al solito il solido fra dati limiti da di* 
ridersi , e C la costante corrispondentemente determinata. 

£' isutilo poi avvertire 9 che in questo e neir antece- 
dente esempio v significa , secondo il costume ^ il rapporto; 
delia semiperiferia al raggio. 

§. 79. In simil modo si otterranno i termini generali per 
le divisioni degli archi, delle superficie di rivoluzione, ec. 
In generale poi, se le divisioni dovranno esser fatte secondo 
altre date leggi, eolla permutazione delle coordinate trasfor- 
mej^eroo le equazioni date jn altre ^ eh* esprimano la rela- 
;BÌone del sistejna secondo quelle leggi medesime , o assume- 
remo immediatamente queste altre equazioni , conforme 
quefllo che praticossi sopra per le rette. Ma per dare mag- 
giore idèa di ciò, che intendiamo per la qui accennata 
divisione , fatta anche con linee . curve , ec. aggiungeremo 
i seguenti esempj* 

$, 80. VI. Voglia dividersi la retta BL (fig. ti) in 7» parti 
eg,uaU, essendo le linee dividenti tante parabole, aventi il 
vertice nel polo* ^ , e il comun asse principale ÀP, 

Riferite la retta e la parabola qualunque AM allo stesso 
asse AP ^ ed alla stessa origine -4, siano y^=:px;ys=:ax — ^, 
jle loro equazioni , p essendo il parametro variabile , « e ^ i 
noti elementi di posizione della retta. Se facciamo BMssiZr 
non sji tratterà , che di trasforoiare 9, o jtrovar V equazione 



k 



t 



t 
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della retta 9 per esempio a maggior semplicità ^ fralle ascis-* 
se z, ed i parametri p dei raggi vettori parabolici AMy 
coi quali s'intendono dati i punti della retta. Posto per- 

a I 

tanto BP=zt^ avremo r==^(j4.«aj « , * = v(IT^)^* 

per le coordinate della retta , e se intendiamo per a?, / le 
comuni della retta colle parabole , per trovare V equazione 
della retta colle applicate paraboliche 5 secondo la dichia- 
tata legge 9 sarà lo stesso sostituire vice versa i valori tro- 
vati di X ^ y nella equazione della parabola. Cosi V equa* 

zlone cercata sarà j^:^ = L \/(i+^^) ~'^J^^ 

Adesso avremo dunque 1* elemento denominato z^ e=3 

e quindi 9 essendo BLs=^My ci verrà F equazione Zi^ ^ 

nella quale d' uopo ò sostituire il valore di z espresso per 
la variabile 2? dalF equazione ottenuta della retta. Ma sarà 

lo stesso di sostituire reciprocamente il valore di zs — -^ 
come torna più comodo , ed avremo p^ o p^ dalla fbrmola 



«^ SPu"" r Mu 






$. ftf. VII. Vogliasi nello stesso esempio precedenta^^ in 
luogo della retta BL^ dividere in parti eguali lo spazio pa-^ 
labolico jABL^ cogli archi parabolici AM^ 
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Avremo ■4J?i«sc'5-ay-----<yar-7-~ZIà~7 // _._ a \^ — » 

e 1* e^iMzìoiiQ 



ar i. ^ r± «fe "1 



>a 



4^>/(i+<»') 6(i+«") Jfi* 



2' 1 « 



» * *" « » » 



da cui «ttiensi 



Cordi. Se snppobghiarao la retta normale all' asse ^ sarà 
«ssQP , ^ssoo 9 ed il valore di M diverrà 

^ = TTC7'»-aO=-"3^7- 

KimoQtaodo all' eqiiazioiia , essa diventerà -—- 4 i(z ss 

6« — fic — 4P— ^ e quindi avremo ««"T" J cioè ,, le 

parti successive di queir ordinata saranno eguali. ^^ 

5. ^Ql. VIIL. Questa bella e semplice proprietà si estende 

alle tre sezioni coniche. Dimostriamola infatti anche per 

r ellissi 9 e lo stesso applicherassi all' iperbola. 

Sia pertanto lo spazio ellittico AMP ( fig. '3 ) da divi* 

dersi egualmente con tante ellissi ANB^ che hanno tutte 

lo stesso asse maggiore AB. 

8e denominiamo, x ^ y ^ z \e coordinate AP , PM ^ PN% 

ed a^ 6 9 t i dati assi '^^^ CD ^ ed il cercato CU; avremo 

le due equazioni 
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Quindi nascerà la relassione f#a tre variabili ty^=shz^ la 
qnàle ci rappresenterà il sistema geometrico di quelle ellis- 
si , sotto quella determinata legge di costruzione ; o ri- 
guardando £9/9 ^9 come termini generali di tre serie 9 
rappresenterà il corrispondente sistema di poligoni ellit- 
tici : il tutto conforniìe ciò 9 che fu detto in generale al 

s- 57. 

Avremo ora T equazione /zdoc =: — fydxj ovvero ^ ponen- 

t u bu 

do ii valore di;J8 9 ^ fydx s=z — fydx j cioè t=; — ; e per 

yu ' 

conseguenza sarà 5^ ?= — : siccome volevasi dimostrare* 

5* 83. Abbiam fatto gli esempj di divisione per parti 
egudili ; ma la difficoltà di questi problemi non dipende 
dalle condizioni di questo genere. Ella dipende solo dalla 
natura della funzione Zj,^ dalla quale conviene ricavare 
il valore delF incognita x , per la risoluzione deir equsH 
zione z^="z^. Così 9 se le divisioni dovranno esser fatte 
secondo date serie qualunque 9 non avremo- che a porre 

negli addotti esempj^ e in tutti i casi, in luogo di , 

il termine generico z^ o-, per maggior distinzione, z\ della 
data serie. Per esempio, se negli esempj precedenti vor- 
remo le divisioni fatte per serie a differen^zé eostanti, ri- 
< guardo alle successive parti parziali , d^ir ordine > m.^'^'' ; 
porremo z\^=i A + Bu + Cu^ + .... + Pu*" 9 in luogo di 

Mu 

'-ZTy nelle fbrmole ottenute. In tal caso verranno determi- 
ni 

nati 



nati dai dati limiti estremi due dei coefficienti A^B^C^ec. 
restandone gdi altri ad arbitrio; e si scorge ^ che potremo 
assoggettar le serie uà incontrarsi per dati numeri di ter* 
mini in altrettanti limiti dati^ quanti saranno tutti i coef- 
ficienti , e cosi determinarli tutti. Infatti , se nominiamo 
b^ò'^ò", . . • • • b^"'^ i dati^ o risultanti limiti dell'elemento 
Zjc 9 ovvero z\^ ed n^n'^n"'^ . • • . n<*'^^ i numeri de' termini 
corrispondenti della serie, a contar sempre da IP origine o 
dal primo limite a, avremo le m + i equazioni z\:=ihy 
z'„=6% «'^rasè'', .... 2'„(iH-^) = &('»> , che ci daranno i coef- 
ficienti A ^ B^ ec» 

5. 84» In generale vedesi , conforme abbiam detto al $. 6d , 
che denominati ciascuno in particolare i due elementi del 
problema con due lettere, per esempio 9 z^t^ non si ha 
che a passare alla relazione del sistema fra z e t^ quando 
non sia immediatamente data , e ricavar quindi il cercata 
elemento ^ sostituendo all' altro il dato termine generale. 

S- 8S^ Avendosi pertanto il metodo generale di dividere^ 
secondo una data legge , le figure geometriche continue ; 
aggiungerò a crompimento ancora quello per la divisione 
regolata delle figure geometriche discontinue. Io V appli-^ 
cherò solo ai poligoni rettilinei pei casi che le rette di- 
videnti siano parallele ad una data, ovvero che partano 
da un medesimo punto. Sarà facile estenderne le applica-» 
aioni alle altre leggi di divisione dei poligoni , ed ai casi 
delle figure curvilinee : mentre si vedrà , ch^ esso non àv- 
pende dalla discontinuità , ma soltanto dalla cognisione del 
metodo della divisione delle figure continue. 

Verrà in tal guisa costituito il Metodo generale della Di^ 

1% 
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i^ìsione delle figure \ in quante pctrtl si t)Ogliano , secondo leggi 
date '^ la dì cui esposizione, spero, che utile sia per riescire 
air Ingegneria , air Architettura , ed alle Arti ; in maggior 
vantaggio delle quali pregevole opera sarebbe, che alcuno 
raccogliesse in tavole ed in breve trattato elementare le for- 
molo de' termini generici delle divisioni, sia finite ,. quando 
è possibile , sia in serie convergenti , le quali abbracciassero 
i casi della .maggiore pratica contingenza^ 

$. 86. Comiàcìaudo dal triangolo, si» proposto di divi«- 
dere in n parti eguali il triangolo ACB ( fig. 4 ) eoa tante 
rette parallele ad una data. 

Condotta per un vertice C la CD parallela alla data, e 
che divida il triangolo in due CAD ^ CBD\ immagino che 
il triangolo ACD si divida in p parti eguali , ed il trian- 
golo BCD in q parti eguali » parallelamente la CD ; e sìa 
p + q :i=z mn , m essendo un moltiplicatore ad arbitrio. Ciò 
posto, si avrà la serie di rapporti eguali, sostituendo i rap-^ 
porti delle basi a quelli delle aree , AB ; AD : BD ; : mnipi q ; 

mn.AD mn.BD 

e perciò p =^ — -75 — 9 5= — ^jg — • Ora p, ^ dovendo 

-essere numeri interi , converrà , che i prodotti m.n. AD , 
m.n.BD siaAo divisibili per AB; il che potremo sempre 
ottenere , ancorché n ^ AD ^ e BD fossero jprimi con AB , 
prendendo pel moltiplicatore m un multiplo qualunque di 
AB^ e più semplicemente lo stesso AB. Diviso pertanto cosi 
41 triangolo in mn parti eguali, prese queste ad m ad m, 
si avrà il triangolo medesimo diviso , come richiedevasi ^ in 
n 'parti eguali. 
^ 5. 87. Se il triangolo ACB sarà da divìdersi con rette, 
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ohe partano da uno stesso punto O, guidata la OEC ^ la 

qaale divìda il triangolo in due , faremo in modo simile 
la divisione de' due triangoli ACE , BCE colle rette gui- 
date dal dato pnnto O, 

S» 88. Sia ora il quadrilatero ÀBCD ( ftg. 5 e 6 ) da di* 
\ider6Ì in n parti eguali con rette parallele ad una data* 

Scelti gli angoli C, D tali, che le parallele alla data, 
CF , DE pastino per entro la figura , sarà decomposto il 
quadrilatero ne' due triangoli ADE ^ BCF j e nel trapezio 
DEC Fi ossia sarà decomposto in tre figure continue, sotto 
alla generazione della data legge. Quindi collo spiegato 
metodo (%. 74 ) potremo dividere il triangolo ADE in p 
parti eguali , il trapezio DECE in q parti eguali ^ ed il 
triangolo\BCjP in r parti eguali ^ parallelamente alle D£, 
CF. Se supponiamo j^ -h g + r = mn , e di più che tutte 
le parti sieno fra loro eguali, indicando per A^B^C le 
note aree AED , DECE , BCF ; avremo 

^ + jB -t- C : ^ : JB : C : : mn \p : q ; r. 
rrmA mnB mnC 

Quindi p^j^B^c^ 9 == Ai-B^C^ "^'ATB^ ' • ^^ 
vendo essere p^q^'r numeri interi, a ciò ottenere ba- 
tterà sempre fare, fuori d'ogni altro caso, m^sn A-Y B -kC 
Diviso, cosi il quadrilatero in mn parti eguali «^ se esse si 
prenderanno ad m ad m, risulterà la divisione del proposto 
quadrilatero in n parti eguali, secondo la dichiarata legge. 

5.^ 89. Il medesimo si applicherà alla divisione per rette 

condotte da uno stesso punto O; conducendo ie OC , OD, 

.che passino per entro il quadrilatero ^ ed esso verrà decom- 

. posto in . due. . triangoli . ADQ , BCH , e nel quadrilatero 
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DGHC i quali sono tre figure contìnue generaBili decondo 
la data legge ^ consìstente ne' i*Aggi vettori rettilinei. 

6e il punto O sarà interno , la divisione sarà assai più 
facile, non avendosi allora, che quattro triangoli da di- 
videre, secondo rette condotte dal loro oomun vertice. 

5« 90. Lo stesso andamento si seguirà per qualsivoglia po- 
ligono. Esso consiste, come ben vedesi, in condurre paral- 
lelamente alla data retta, o dal dato punto, tante rette 
fondamentali, che divìdano il proposto poligono in tante 
ligure continue , di cui può intendersi la generazione se- 
condo r una di quelle due leggi di divisione. Queste parti, 
o figure, saranno de' triangoli, e de' quadrilateri, alle di- 
visioni de' quali applicherassi il metodo dichiarato per le 
figure continue. 

§. 91. In generale rilevasi, qualunque sia la legge delle 
divisioni , e qualunque ancor siasi la figura discontinua , 
rettilinea, o curvilinea, che tutto lo scopo del presente 
metodo consiste nella sua riduzione al precedente , vale a 
dire , nella decomposizione della proposta figura in parti 
continue generabili sotto la data legge. 

$. 92. Avvertirò , che se le divisioni non dovranno farsi 
per eguali parti , ma in parti secondo date serie qualun- 
que , le analogie di sopra non sussisteranno, né quindi i 
numeri /), ^, r, ec. potranno aversi, oome sopra per parti 
eguali* Ma la base del metodo sussisterà ancora ; vale a 
dire, fatta la accennata decomposizione della figura, si 
avranno delle simili analogie, se non che, in luogo de' nu- 
meri p^ ^ò'T, ec. de' termini delle serie, dovranno porsi 
le formolo delle somme de' medesimi numeri />, 9, r, ec. 
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di quelle serie ^ lasciando opportunamente de' moliplicatori 
sussidiar] a determinare per le condizioni j clie p 9 ^ 9 r , ec« 
riescano interi. Io non entro in maggiore sminuzzo ^ né a 
far degli* esempj di tutto questo , bastandomi di averne 
esposta sufficientemente V idea. 

$. 93. Faremo ancora un esempio della DiTisione delle 
figure geometriche cootinue, relativo alle curve a doppia 
curvatura* 

Consideriamo la curva , la quale nasce dall* intersezione 
di una superficie sferica con una cilindrica a base circo- 
lare» Siccome ò in nostro arbitrio di prendere i piani coor- 
<Iinati in quel modo che ci aggrada, prendiamone Tuno 
normale air asse del cilindro, e per fissare le idee, imma- 
giniamoci còsi perciò il cilindro come verticale^ ed il pia- 
no delle coordinate x^y ciome orizzontale; ed innalzato 
dall'origine Tasse delle z^ sia il piano delle x, z T ante- 
riore, ed il piano delie y ^ z il laterale^ a sinistra per 
esempio del sistema. 

Ciò posto, proponghiamoci di dividere la superficie cilin- 
diica, dal piano orizzontale sino alla curva. 

Se chiamiamo a^b ^ e le coordinate del centro, ed il 
raggio delia base del cilindro; p ^ n ^ m ^ r le coordinate 
del centro , ed il raggio della sfera , le due equazioni 
: simultanee 

(1) (y^by+(x--ayt=zc^ 

(a) (z — my + {y^ny +(x—py = r* 

delle due supejrficie, saranno le equazioni della curva* 
£ia 9 la superficie cilindrica in questione y ed avremo 
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^=^jzdx y/(i+ (^) J i siccome h noto dalle quadra- 
ture. . f . 
Ora dair e(pia0it»ae (i) si ha yaath±y/[o*-i.(x — ayi^ 

Dalla (a) risulta , sostituendovi il valore di y , 

a = m ± A^jr>— c»_(ò_w)'' +(«— a)'_(a^~m)•' ±a(ò_n)v/(e^— (x~a)')l . 

Sarà dunque 

/"» cdx •• cdx 
Vi e»_ (x_a)"3 =^y VCC- (a:-a)^ ^^ ' P^** « ^ la 
quantità sotto, il primo radicale qui sopra» 

Ma per aemplificare , salva la geaeralità , tiriamo V asse 
delle X parallelo alla projezioae orizzontale della retta coa- 
giuDgeate i centri della sfera , e della base del cilindro , e 
conduciamo V asse delle y pel centra stessa dì questa base. Per 
tali supposizioni risulterà as==c^ e bss»^ e nascerà , posta 



r^— .c^— m* 



-— = &^ 9 = 7?»/— 7 —^±yJ%mh.l — ; ^mT" • 

Il prima integrale è Jro-5cr».(— ), ed il seconda si avrà 

per serie, sviluppando Tuno o T altro dei due radiealr : 
quindi dovrebbesi determinare la x data per (p. A tale scopa 
useremo il seguente metodo più breve, e senza dipenderà 

dair integrazione. 

Differenziando il valore di <p, e quadranda, otterrema 

TequazieHja 
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1+'^), <5 posti i coefficienti 
della serie che indi ne nasce 

— TTT • ac* m v'amai »= P 
^;-^-gp • ac' » Vam/. =^ <? 

PC. ; 
l'equaziope 4] i varrà , coMiderando or funzione di ^^ 
/dx\^ c^ — rr* 



Per applicarvi ora il regresso delle serie col metodo de* 
coefficienti indeterminati , riflettendo ^ che debbono con- 
temporaneamente ridursi a zero le due variabili da trat- 
tarsi col ritorpo della serie 9 cioè ^ che nella posizione non 
vi debbiassero termine costante ^ pongo x:=ik^ quando 
<ps=o^ chiamata k la data ascissa, sempre <€, che si fa' 
corrispondere al principio della saperfìcie cilìndrica q>. 

Sia X — fc = x% e post^ x = fc + x' nella ottenuta equa- 
zione 9 avremo 

\d<f) "^M^N{k+x')-P{k^x'y^Q(k + x'y^ecr 

Se sviluppiamo, e rimettiamo per comodo x inteso per 
;x\ fatto c^ — i^sssZ*, sarà 
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€lX\* I* — skkx — x^ 



(aX\~ »'—-!kKX — x~ ■ 

d?"/ '^A+Bx+Cx'' + Dx^ -h ec. » 
e i coeSicìeiìti A ^ B ^ C ^ ec^ saranno » come: è nota , pò» 
nendo / il deoomiDatùre ^ 



/' ^=(d^)^ ^=T(dp)^ ^==i;:a(s?)^ 



ce» 



&e' quali ai fa dopo le differenziazioni x^=^k. 
Facciamo ora 

X = ^'<p + if>^ ^. C93 + D'9* + ec- ; 
e posto per comodo 

(dx V 

A + JBx -|- Cx^ 4. ec. = -4(i-f. z) ; 
otterremo 9 prendendo i logaritm^i do' duo mamblri della 
superiore equazione ,. 

.AA^^ f xC ^ le I .<y V ) 

log: -^ + a,to^.{i-^t\^ Uf^it-^ z}^tog \i ^ i =* •^ 

Abbiaiua adess^ 

aB' 36" , 41^ , . 

ag" $B'Cr 



85^ 



< 



fe^ 



89 
BA* BB* ■ BC 

CA'* ' <xCA'B' 

B*A'* DA^ 

stA^ "^ A 

B^A'B* 
BCA'^ 



+ 






, ( x(<ik+x)ì àkA' nkB' sJcC 

—logli j5 — j ss -p — 9 + -^ . «p» + -^ . 4>5 + ec. 

+ F + li 

■^ 3ZS 

Kaccogliendo dunque questi tre sviluppi, come mostra Ve- 

qnazione, ed eguagliando a zero i coefBcienti delle potenze 

l 
di 9 5 ricaveremo i seguenti valori •^''^Tm» 

_r,5 afex l ^ MC+By afe' 

Quindi k + x' i ossia a: s= fe -f- -rj f 
-pU^-'F)^ -CTiMÌ— ^^5 i--p- + i(<p3--ee 



+ "7r+ 1 (, eei 
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nella qual serie fa d'uopo sostituire in luogo di <p il dato 
^termine generale ^ dipendentemente dai dati lìmiti. 

A guest' oggetto conviene effettivamente integrare l'espres- 
sione sopra trovata di 9 9 dalla cui integrazione ci siamo 
dispensati nello sviluppo reciproco. Se conduciamo dal cen- 
tro della sfera il raggio orizzontale ^ prodotto , se occorre , 
sino all' incontro coli' asse del cilindro, è facile vedere 
che un tal raggio può essere minore , eguale , o maggiore 
dell' ipotenusa del triangolo rettangolo 9 avente per base il 
raggio della base del cilindro 9 e per altezza quella del 
centro della sfera sopra il piano orizzontale. Quindi la 
quantità h può dallo zero crescere o decrescere illimita*- 
tamente. Cosi per avere il secondo integrale del valore di 
9, converrebbe sviluppare l'inno o l'altro dei due r^adicali, 

- -^ ) 9 o i]^ superiore V( ^ + )f ) » ^ 

nuche tutti e due 9 secondo che fosse la quantità h minore 
di e ed assai picciola 9 ovvero assai maggiore di e 5 ovvero, 
che h e e poco differissero fra loro. Possono però ridursi 
questi tre casi all' unico più semplice di h=:o. Chiamiamo 
infatti m'9 9' i valori di m e <p ìq questa ipotesi^ e sa^r^ 

y^ x"^ dx 
1? ^^^ 

in serie 9 ed integrando 9 si ottiene P espressione di 9't 
9'= e V( r^ — c^ )[Arc. sen.(—^ — Jrc. sen. (— )] 

^ -^ L3 7 c^ * II 4c* i5 4*6c^ J 



cioè 901' inferiore \/( ^ 
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, ^, rSb I fc» I ' 3/c* I 3.5fc** T 

+ fcKafcv/(r'-c0.l3---^ + 77--^~75.p^« + ec.J; 

deterniinando il princìpio dell' integrale ^ corrispondente 
air ascissa orsib, come sopra si è supposto. Ora se guidia*- 
mo un secondo piano orizzontale distante dal primo della 
quantità m — m'^ il trovato valore di 9' esprimerà la su- 
perficie cilindrica relativamente a quel secondo piano. Sup« 
pongo k ^ k' i limiti dell' ascissa x , tra' quali esiste la su- 
perficie , e che il secondo piano non tagli la curva ; il che 
ci ,è sempre permesso di fare» replicando ne^ casi diversi le 
superficie parziali tra' limiti successivi. Con ciò risulta , 
che le due superficie 9 9 9* differiranno fra loro della por- 
zione rettangolare di superficie cilindrica compresa fraMetti 
lìmiti , e fra i due piani. Chiamata n la semiperiferìa di 
raggio 1 9 è facile vedere , che quella porzione sarà 

e [ in — v( r' — e")] \n~-Arc. sen. (— ) — Jro. sen. (—)} > 
la quale aggiunta al valore di <|>' ci dà 

<p = cm^n — Jrc. sen. ( — J — Are. sen. j ~)j 

•^ e \/(^r^ -- e'' y [jT — Jrc. sen. (— ) — Jrc. sen. (~} 1 
_- _ ra I x^ I Sx^ -f 

^^ r a 1 Af» I 3*;» -| 

espressione , nella quale le due serie sono assai convergenti. 
Cosi , se vogliamo l' intera superficie M fra' dati limiti , 
non abbiamo che a fare x;=s;A;'j e se vogliasi dividere sif- 



fatta superficie iti n parti eguali colle applicate z^ non 
abbiamo che a porre nello sviluppo sopra trovato per 
le potenze di 9^ in luogo dji 9^ l(i quantità ora cognita 
Mu 



n 



Fìnalfnente osserveremo, che sarà necessario nel caso di 
/i=:o di xjcorrere pel ritorno della seria air espressione 
qui trovata per 9 •> la quale nella serie reciproca procederà 
per delle potenze fratte di <p; giacché si renderanno nello 
sviluppo sopra trovato per le potente intere, infiniti, o 
nulli 1 coefficienti delle medesime. 

5* 94. Passiamo ad alcuni problemi meccanici , onde Tara- 
vi delle, consimili applicazioni ; e comincierò dal seguente , 
col quale vengo a mostrare mia interessante proprietà mec^ 
x)anica delia parabola. 

Frob. I. Supponendo lanciato un fluido AMD ( fìg. 7 ) 
per r orifìcio^ da una forza acceleratrice nella direzione 
AQ ^ determinare la curva 4MD 41 ^^o fluido dopo uà 
tempo qualunque *. 

Sia dopo il tempo 6 P altezza dovuta alla velocità di pra* 
sezione =3c«^ ed avremo « = ^f;6^ indicando per •^ una fun- 
zione conosciuta di 6. Quindi , se alla fine del tempo t sia 
31 la particella di fluido cacciata dalla velocità di proje^ 
zione rrsv^aga, ove g rappresenta la gravitategli! è chiaro^ 
che tal particella descriverà una parabola dovuta alla ve- 
locità di projezione y/tiga^ e che il punto ilf di questa pa^ 
rabola , ove la particella si troverà in fine del dato tempo t , 
apparterrà alla curva cercata. Ciò posto, essendo MQz^pzìv^ 
40,-=^^ J^e coordinate ai diametro di detta .parabola , €0|> 
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rispondenti al punta 31 alla fine del tempo t , si avranno 

le ceduazioni vs=zt\^2gx ^ z=— gt*. 

Ora il tempo t e il tempo 6 cominciando insieme , ed 
essendo in generale t>69 facciamo t — ò^^r^ e se r sarà 
zero 9 i due tempi t e 1 9 che cominciano insieme 9 termi- 
neranno pure insieme, ossìa saranno eguali» 

Siccome la particella M comincia a muoversi dopo U 
tempo 6, cosi il tempo del sue movimento sarà t — 6 = r> 
X)unque per avere il luogo del punto M converrà sostituire 
nelle d)ie equazioni superiori , in luogo di £ , r ovvero 

Quelle equazioni divengono perciò e ssc ( t — 6 ) \/^gct 9 
jiz=ig(t — 6)*. Sostituiscasi ad « il suo valore ^6^ ed eli*- 
.minato il 6, ne risulterà l'equazione della curva cercata. 

Sia per esempio la forza acceleratrice di projezìone co« 
.stante , ed s=a^ e sarà V^g^ s=9:nb. Quindi avremo v'' 



uà 
41^ t\t — 6 )"* j a. z =;= g(.t — • e )* , dalle quali , posto — = tu , 

.-I 

— gt^ 7=:,h ^ otterremo cbliV eliminazione di 6 é^m^hzv^ ssz 

(v^+m^bz — m'^z^y^ ed estraendo la radico quadrata 
v^ T amu \/bz 4- m^'bz — ^i^ js* s=; o , clie risoluta dà 
v=z:tm y/bz ± mz . 

£' chiaro per la natura del prohlema 9 che z non può 
essere negativa, come ci indicano in questo caso ì valori 
ij^maginarj di v. Per sapere poi quali di quei quattro 
valori convengano al problema , osservo primieramente 9 
«che quelli che vengono da^ medesimi segni non possono «od* 



94 
disfare alla doppia condizione 9 che la curva passi per Tori- 

gine A ^ e per un altro punto inferiore della verticale AD. 
Quindi i valori opportuni non potranno essere che i due 
!) = — m y/hz ■+• mz , v = m y/bz — mz. Sia descritta la para- 
bola ANL deir equazione t>'* := w* 6;^ , e sia ADs:=^h\ sarà 
DL=mlK Cii> posto 9 se si conduca la retta AL ^ la sua 
equazione sarà t^^'ssmr; quindi appare, che mVbzymz 
per tutti i valori di ;; da o sino a & , e che al di là di 
z^=b è poi sempre m \/bz < mz. Ora la natura del proble- 
ma non riguarda , che la curva tra i limiti o e 6 , come 
è evidente. Dunque , ad avere per v un valore positiva, 
non resta più se non T equazione v=,m\/bz — mz. 

Del resto queste valore di v si sarebbe subito ottenu- 
to , prendendo , in vece delle superiori , le due equazioni 

a^z nz 

vs=:a6(t — fi)» y — = * — 6; dando nella seconda a K-^ il 

segno +9 perchè t>fi* Si ha allora 9 eliminando t^t^ 
é-s—^—; valore, che «ostituito nella prima equazione 

8à « s= — ^z,{ ty yj% ) sss m \bz — mar. 

g V ' a / 

E' manifesta pertanto la proprietà della curva cercata , 
cioè , che le di lei ordinate QU eguagliano le corrispon- 
denti intercetto il2V tra la parabola AUL , e la corda ALì. 

Il* equazione trovata mostra , che la curva cercata è 

mb 
dessa pure una parabola. Posto infatti v 4- mz^s^p -\ — ^ » •* 

ha p' s= nA\-T — vj, equazione alla parabola^ 



9^ 
Ma per conoscere facilmente la posizione e grandezza di 

questa parabola, osservando che* la AG ne è tangente in 
A^ supposto AI un suo diametro, sia q^ =zkp la relazione 
tra r^rdinata MP e 1* ascissa AP ^ pel diametro AI ; e ri- 
tengasi r equazione ( t> + mjz )^ «5 m* 6z traile coordinate MQ 
ed AQ. Non si tratta altro , che di dedurre dall' equazione 
q'^ z=zkp un'equazione alla parabola riferita ad una sua 
corda AD ^ che parte dall' origine del diametro, essendo 
le applicate MQ parallele alla tangente AQ all' orìgine 
stessa. 

Siepe sgli angoli AQM=zh^ PAQz=.i. Si avrà 
zsenh zsehi 

P'=^ sen{h-iy ^'^'^ '^ senih-iy « "^'""^'^ T equazione 
^ seni \a senh 

('' '^sek{h-i)') ="*J5^(r=i)^» '* ^^^« paragonata 

col la proposta « dà ^^^j^^ ^ m , .^^^/^^.^ :=: m^ b, 

\J angolo h è conosciuto , e da queste equazioni abbiamo 

m$enh m^bseni m^b 

\/(i -hm*+am cos h) ' msenh "^^ \/(i -t-m^+am co^ h) ^ 

ed è perciò noto il diametro ^J , ed il suo para me* 
tro k. 

Ora si può determinare l' asse FB , il vertice jB , ed il 
parametro K dell' asse. Per questo , supposta la MS parai* 

lela ad FB ^ avremo €;= r^MS, 05= ^^— ^ = — ; 

senh ' ^ 5e/ii m ' 

o^e ^^^^—'^—^S—':;;;^^^^;^ Dunque l'equazio- 

ne (v ^ mzy =i m^ bz 
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(A) js(b-jsy^ -^rS^-^s, 05.» 

Nell'equazione (B) se immaginiamo che la corda AD di- 
venga la A E normale all' asse , avremo in talcaso senili;. 

seni T 

onde l'equazione sen(h-i) ^ ^ «> ^^ cosh^^-^, ed 

msenh :=: y/(m''^i): epperò la (B) diviene As , Es ^ 
V(m> — f) '^^'Ms,e quindi deriva ^C = ^^^.--^^ . ^C^ 

Neil' equazione (A) facciasi ora ^5 ^ ^F s^ AC; seni ^ 
MS =: BF = BC + AC , cot i , ed avremo ^ 

AC{bseni^AC)^^^^^j^^(BCseni-f-ACcosi), 

©ve ponendo il valore di BCs=:— AC\/{m*^i), ne ri- 
sulterà 

AC^bseni^i—^^^(j^seniy/(m*-i)+così)^, 
e sostituendo il valore di seni trovato , e di cos^i s=t 

u4C«- ^— ' 



1 9 



( i-f- m^ -f- am cos nf 

~ m^ & 5c« A >/( TO^ --. I )Y m 4- cw fe — — $en h \/(w^ — i)/ 
50'=.—.^- -_i ^ , 

ed 
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ed il paramet ro dell* awe X ss= ^C* : BC s=s ^AC : \/( »»* — i ). 



. _ m-\-cos h senh \/(rn* — i) 

Adesso avremo AF^ J^^^^ i + m^''^<,mcosh ' 

e dair equazione (A) BF^^^^^^AF{b^AF), cioè, BF:^ 

[m+co5 h — ^ wf» fe W''»'*— i)]C^ +^ ^^^ '*+ — m ^en fev'(f»^_i)] 

mh ■ 
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i qnftlì taiori insieme a quello di seni determinane la posi- 
xione dett* asse FB , ed il tertiee B della parabola fluida. 

5* 95. Cosi la parabola appoUoniana non solo è la curva 
de' precettiti nel vooto^, ed in conseguenza la curva de^ 
fluidi 9 che sortono dai vasi in virtù di una pressione O' 
forza motrice costante 9 che tosto abbandona il fluido sor- 
tifo ; ma gode la nuova preregattra di eonserrarsi la ct|rva 
fluida altresì quando la pressione o forza nvotrice sia uni- 
Sorraemente variabile , cioè quando il successivo fluido sti- 
molato sia da vina^ forza acceleratrice «ostante. Allora la 
parabola e olhliqua^ ossia Vasse è inclinato: nel caso nota 
della pressione «ostante la pambela è rètta , ossìa l'asse è 
verticale; Infine la Bestia panbola fluida può mostrare la 
eoBveseìftà air infonda o la jcofncavità, i^iguatkk^ alla ver ti- 
cale calata dal* {milita idi piepzioae 4> loDgo^ d^wsekA del 
fluido; secondochè la forza di projezione satA acceleratrì* 
ce 9 a ritardatrice* l^Toi abbiasi supposto il primo caso ; mdt 
U ttcoàd^ vi é pur cMvtepatie eoi far t^^l negativo ^ eà 
a0suÉnend<> pefoiò il valore di vs: — y/mhz-hmà, cbe ave^ 
wim. jrifattaiko. 

1^ 



^8 

é 

$« -gó. y^n^^o ora. .ali* aggotto -di queste applxeaziona ^ 
cerchisi la legge de' tempi succes&ivi componenti ^n tempo 
dato; onde in 'fin d'essi ^li spazj successivi AQM ^ AQM\^ 
ec. ( fig. 8 ) 9 corrìspoTidenti ^d una data ascissa qualunque 
^Q, crescano egualpiente. 

^ ■ 

Abbiamo trovato la proprietà della curva o parabola 
• AMD ^ fig. 7)9 "relativamente all' indicata pai;abola cer- 
Tispondente ANL i cioè QM = RN ^ « per consegaenza 
r intercetta MN traile due curve f= all' intercetta cor- 
xispondexite traile dijie rcorde AD ^ AL. Segue di q|ù lo 
spazjio intercetto AMN==^ allo spaisio cori'ispondeQte AQR^ 
e lo spazio AQQts=^ bMo spazio ARNh ossia e=z allo apazlo 
parabolico AQY — lo spa^uo triangolare AQR. Laond» 

-oTnzy/bz—— mz^jsenh^ come deducesi dalla equa- 
zione della curva v ==:: m \^z -— ìiks. 

Ciò posto ^ sostituito il valore di fc f=^ — gt"* 9 avremo 

(I S \ ' . ' 
■o-É\/a^z ^jmzsenh. Se indichiamo 

per T^ il successivo tempo parziale uJ^^ il quale termina 
col tempo £ , sarà ts==sr„^,, ossia Atss:r^,^ e notando cou 
T il dato tempo totale 9 e per Z lo spazio totale AMQ catr 
rispoiideote al tempo 7^ avreyno P «equazione 

(i 1 X Zu 

'^ty/iigz'^'— z ìmzsenhssi — .essendo n il numero de 

tempi che compongono T. CkM^ ponendo il valore di Zss 
(jTVagz-jz)mz5enfe,siavrà t^(T^^Ì/^)^±^ 
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cioè ^ detto t^ il tempo delta caduta pet F ascissa AQ s=^z , 

Tu , 3 t\n-u) 
* s= -^ — h -j ; termine generale di. una progressioiM 

I X 3 \ 

aritmetica. Quindi ^^, = A t =s ~(^r — "T * y i quantità co- 
stante: epperò „ gli spazj AMQ ^ JM^Q^ ec. corrìspondeml 
ad; una stessa ascissa AQ\ cresQono ivt tempi eguali di quan^ 
tità eguali. 99 - 

$% 97. Abbiamo considerato- z costante. Ciò puè farsi in- 
.v^ro per ali spazj AQM y AQM\ ec. che appartengono stila 
stessa ascissa y e non già a punti omologhi delle curve. Ma 
se vogliamo considerare gli spaej AQMyAQ^M^^^c^ i quali 
acMrrispondonoc aL punti omologhi M ^ Mf^ ^ ec. , ossia allo 
stesso punto fluido mobile della curva sotto i diversi tem- 
pii, allora js^ non è più arbitraria 9 ma è funzione di f. fn 

(I Tv 

■5=^ tV^gA — — z jmz'sen K =« 

Zu rw f ^ fw ^ \ 

— 9 ove- Z c=s ^^y^\/ag Zr- — ^jmlsanh^ essendo C V ascissa. 

che si prende per la curva 9 la quale corrisponde, al tempo 
T. Pier Z' convien porre il valore dato in funzione di t^ 
Questo valore si Ba dall' equazione trovata' sopra £ ss 

— éf(* — fi)N nella quale 6 è dato dàU' equazione C ^=^ 
—g(T-byVed: è 6=:r-f^. sostituito ir valore di^ 



z-yV eqvuizìont dangue diviene rTéf'»»(t + 36)(t— 6)'*c«^. 
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Zu I ^ 

= — 9 038ia, ponendo il valore di 2J=;?s--jg*m(r+ 3 6)X 

(r-6)'serefe, sarà (* + 36)(t— 6)*= (r+ 36)( T— è)' • ~ ; 

equazione di 4-'^ grado, che risoluta òì^darà tj e quindi ù^t^ 

Vogliasi a cagion d* esempio la serie de' tempi per gli in** 

teri spazj AQMD ^ JQ'M^'D", ec. Si avrà t^o^ eppurciò 

S- 9^. Data la l^ge degli spazj , trovossi quella dei tempi» 

Reciprocamente, data la legge dei tempi, potremo trorara 

quella degli spazj* Cosi nel caso del 5. pree., ^ deir esempio 

considerato, cerchiamo, come {orpscana glL spaaj in tempi 

t 
eguali. Sarà lo spazio AQMD =z — g^mt^senh i e posto per 

t il valore —, ^QMD^^g^. mJ^ «ti fc.(~J ,0 A.^JfjD 

^^g^mT^senh. |v ^J ^\n)\ ^ ^•P^^^*^»® ^^W> spa- 
zio uJ^^ parziale. 

J. 99. Proò. II. Nel vaso qualunque CAD ( fig. 9 ) en->* 
Viando l'acqua uniformemente pel foro, C , e sortendone 
per il pìccolo orificio F, vogUonsi le divisioni dell'altezza 
BE^ onde farne una Gleaaidira* 

Siano C , F le ampiezze dei fori C, Fj h T altezza do- 
vuta alla velocità costante, eal}a quale T acqua entra nel 
raso; BE = a , SP=^Xy la sezione MN del vaso =s/; ed 
«9 e 69 un' altezza nota ed un tempo noto rispettivo dpUft 
• it^adfuta dei gravi. 
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Servendoci , per brevità ^ del lìogoaggio Leibnlziano , 

oCdt\Ja.h ^Fdty/*x. , . . ,. 

■ . , — , ^^ ^ . , rapf»rcaMiteran»o JLe. qu»otita cu ao 

dfaik^^éssB #DtniQ9 9 e «dote tortone 4Ìal fa&o> nelL' Istante dti 
laonde avremo 1 egaazione "a : ■ > ■ y*- — sss /ax , 

4all«i quale si ha ^^JyJiJ^^h^f^^^V ^ ^^ ^^vrà 4,eter- 

«itnare il valora ài n dato p^r i* ^ '. - 

8ui U vaéo eilindrico, e la Iraa «eviene /às^. Sarà 9' fatto 

Se.tt supine il >a»o piélM )priilia deU^ efiludso^ a e = o 
oorrbponderà ^ssa; e sà^à la- costariHe ' iM^* ' ' 

B^Fy/a'¥C\/K.los{Cy^h-^F^/a)r e 

> Ma per ttvère 191^ eifna^iotie ' rigèl^raiod in t^ suppongo 
|i2ssp ; ossia, elle il irato, dapprineipia piefto^ non riceva 

acqna. In tal caso si ha^ t = p .^ ( V^rr V^J t laonde a: ==5 

Va — O^^JI • P^**^ *>ra doocjne t ^?* ~ ♦ essendo T il 

Aetopo :del itetide eiBasao , dal livello sivperfore £ sino a 

t A Va / tó\^^ 

quello del foro B , nasce T =: -^ • — ^ ed xs=:a^ i-^-J . 

Se voglia nsi le parti successive z, , ié, , ec. deìr altezza 9 
» jcontare d^dk U vello snpeiiora Mr avràmo ia^K^t «s^ ^ :v^ ==1 
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Or 



j-^ ; forinola, che ci dà, le parti 

5^«5 e^ le differenze ir x^ negatiTamente , perchè le* due 
serie dì ^^9(^6* di 0^ oreeceno in aettti.ioppoatt^. Quarta . £oc- 
mola contiene . la regola ^ che dà il Geometra Bossut alla 
pag. 3oo del Tòmo i.^ della celebre sua Idrodinamica. 

S. 100. Cogli stessi principe' delle serie ^ possono ra^po- 
gliersi in una sola generica de formolo ' e le éqiiazioni , 
che il qui citato Autore dà per gii offiixssè de^ vasi oomui^ 
stilanti p»r piccioli; £bri , ed aperti all' atmoeCesa ^ o de* 
vasi trammezzati da vai:] diaframmi forniti di un picciol 
foro, (i) Facciamolo, rapporto ai prÌEii^, . ne* due seguenti 
{problemi del^aumnieiitoy^to Geometra., ^eaeraliwatL^ od il 
simile si applich^rÀ .ai aeicoiidi» -s 

5. loi. Problema III., Nella serie de* vasi qualunque 
ABCK^FGJjR ( fìg. IO ) comunicanti fra loro per i pic- 
cioli orìfizji C , C 5 jfii,, ed aperti 8upeyioi;mente ali* at- 
mosfera,, erogandosi liberamente dalP ùltimo orifìcio K il 
fluido neir aria; determina^-e iL termine generica della, serie 
delle . alt^aze dLOvute alle velocità, del fluida- pei fori : sup- 
posto giunto r efflusso air uniformità, e che il primo vaso 
sia mantenuto costa n tendente pièno sino ih ALt^ e per con- 
seguenza , che quelle altezze rimangano costatiti. 

Sìa h la prima altezza data del' primo livello AD sopra 
\} foro C; rr, 1^ diflferenza^de* livelli u;«o, (iaH-i)."*; C il 
foro u™«j t il tempo # deir efflusso dopo F uniformità ; Q 
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• QO . IdrocUn^mìca.^ Toaw 1. pag, a6a, a^a^.SBS e seg. 



io3 
TsLcqnsL ét4%iit\, 6i «5 un temj»o ed mo* kUfciwa. «ptjriapoa- 
'denii della discésa di un grave. 



^i av«^ <?:f= g sa ft j o guindi. r«qiia. 



«ione A .C.VXu-saJ o | ossia 0„ y/x^ ^ A , eA a?, « ^* : CI. Ter 
determiàayé' la '-ocidtainjte A , osservisi , che deBb* ebsere 
Sa:^, zssh per -tutta T estensione della serie , cioè da u^esi 
NHO «d ussn. Bttiique ' arreno 

?»=:-!rf'|-^ + -^-t-^+ - . .;. + -^K. e 'se indichiamo por 

f 

5 la 6omma de' prodotti di tutti i fori, ad n — j ad n — r^ 
e .per P^ il prodotto di tutti 1 fori , escluso 1* ».■"*>: rieul- 

terk A^^ — ^^^ ed a;. =^ T-^TT • (i) . 

5. IO A. (Pro6. fF'. fiI^He stesse circostanze d^ ' pròMemà 
antecedente , eccetto che V e£Glasso non è ancora giunto 
afir uniformità 9 determinare il termine generale della dif« 
ferensa di 4it^ello di due ^aBi successivi , dopo il tempo 
^alttnquf» t oAal (principio deir cff&uiso. ^ 
. Aìtefiuteile stessè denominazioni, se chiamisi inoltre x„ 
il termine generale delle seaioni orizzontali de' Vasi , a?re* 
zno 1* equazione 

nella quale ix« ed y„ «ono funzioni di u e di 't., e C, fun» 
eìone solo di ». Quindi di ha 
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formola generale, cha, ftommioistra i Gaai contemplati da 
BosWrt , é »el^ quale le operazióni de' due Calcoli attao- 
eano le variabili di diter^a natura É,,ed u «epatataipeote , 
e sono^peroooaeguenza fra loro indipeadpnti. D» tal© for^ 

mola dovrà poi ricavarsi il vaiore di x 

S- io3. Sia un mobile, il qaal^ percoui* usa o«rva pU- 
Ba, in virtù di una foraa aceeleratrice qualunque ,p, la 
èni dilazione nel pièno della curva suppóngasi general- 
mente data dair c<iuawone di «na Mtta y^mx ^fi, éaeen- 
ào » e fi amendne variabili, che rr|raardar m posMoo fun- 
zioni del tempo t, Conwdetando per 3c , /' la coordinate 
della continua interseilone dèlia retta tJoHÌ. curva , il mo- 
▼imputo ci -verrà J?apf»^«Mitato 4aHjq tfle sqnwtìaai 

{a)y^aX+fi,(h){^)=^-^^— (c)f^'^\ ^^ < 

Se saifanop date Ip f imaioai « , / , <p, pbtcà doternittarsi 
la curva descritta dal .moèile;, « |u«tO:>qpattto . spettavi aV 
movimento; ed. è facile rilewre, o^. 4ei4»- ftaattn»' jc<«e ; 
«»^»^» e r«q wwiooe d«lla curva j^ >»:/(»> daie ohè-gariin- 
no tre , verrà determinata la quarta. . , . 

5- 104. Se « e ^ saranno oosn^nti, il m«¥Ì*mntè. ricadrà 
nel rettil^Hè^^eli»" equazione medesima X = ««+/; e le 
altre due equaaioai (b^, (o) 4}i tfe^efttioeréana le'dae fóri» 
acceleratrici del mobile nelU idìreMOii^ da' due 'assi atc^ 
diante l'assoluta 9. 

*et i -set», -oèTi-irofo. rostrati .' "arremò i casi 




del movimento per una trajettoria qualunque.,, ut virtù di 



una. 



ioS 
una forza centinaia, OTvero in virtù Ai una forza a direzioni 
parallele. 

$. io5. Questi tre caBi hanno una realtà in Natara, e 
8ono quelli da' Meccanici contemplati. Ma non meno tro- 
veremo realizzata la .nostra considerazione generale di « e 
fi entrambi Tariabili. Se diFatti immaginiamo una svilup- 
pante qualunque descritta dalle estremità de* raggi della 
sua evoluta ; la sviluppante potrà riguardarsi come una 
curva . meccanica descritta da un corpo in virtù di una 
forza acceleratrice , la cui direzione sia sempre tangenziale 
air evoluta ; e questo ttodvimento avrà luogo in Natura , 
se attaccato un corpo ad un estrèteo di uìk filo ^tto col* 
V altro capo ad un punto di una curva , sarà impressa una 
velocità iniziale al oorpoii in uqa data direzione , sicghò 
Tenga a descriversi una delle sviluppanti della curva data* 
Per tal mòdo la Teoria éoUà evolute può riguardarsi sotto 
un rapportò meccanico ^ e pu^ deftbrminarsi per una data 
svilùpj^anie la fòrnà acceleratrice' nella dlreaiooe tangen* 
zìale deir evoluta, in virtù ^i cui quella viene descritta. 
I>el rimanente possono rinvenirsi altri esempj della forza 
4p , che ritiene un corpo in una curva 9 variabile me* due ele- 
menti a e fi della sua direzione. 

5« ^^&* Diflfbrenziamò due volte la prima equazione (a) 

rapporto .» * , ed otterremo ^ osservando che yl^J ^^ 
H:^^/ per le dijie, ftl^r<j, . 

^4 
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Questa ^q^azioue .eijsoaiQxifti^tra Jp seguoiiti proprietà /r^ 
gli elementi del sistema. 

i."" Supposto fi costante ^ ®**'^ ^(dt) (^^t) "*" ^d?) "^^^ 

la quale ci dà ^ separando le variabili , — a ■ — '^'dx ' ^^ 



integrando logd»=i log Adt — a,lógx, e quindi Ì-jr j 



x' 



Pra r equazione («) dà «= — - ^ e diiFerenziando nelVi- 



édjf^ 



potesi di fi costante 9 \Jf) 



-(f)~Cr-A)(J) 



i" 



Ay\ . .. idx 



Sarà pertanto a:^-^^—(^--j5)^^) r==.^, ovvero senapii- 

fiemente xdy-r-(y^fi)dxa=sddtg iptende.^do i ;4i^erei^2ialf 
rapporto a t. Ppnghiamo qui, in l»ogo, di ic<i/., reqjaiy^lep^ 
d.x( / — JJ) —(y -rr jS ) c^a:. Con . ci^ ris;alta ^ pernmtando , la eor 

stan.te, (/.— jJ)cfx-^~d.a5(/— p) ^ -4, ed integrando, 

Jlammentando.9 che -r- p rappresenta J* ox*dii;iata dpljft xfitr 
ta air orìgine , vedremo che nella nostra ipotesi questa 
Tetta diventa un raggio vettore , che ruota intoriSù ajl* e- 
stremo fisso 4elV ordinata — |S . <Juindi il primo qiembro 
della qui trovata equazione ci rappresenta i^ ajreaì dÌQSG|:itta 
\dal raggio vettore ;« opperò il secon^l^licgL Ca^^ijlp^®^® 1^ »ot» l^g* 
gè astronòàìica ,^ .che, qaalixn^e ki^Ja'Iegs^^lella- fòrza oe^i.- 
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iya-le, i rag'gi vettori diesorjvottà tfrec eguali in tempi eguali. „ 
a.'' Suppongaai ora a coétaote : T equazione (i) diviene 

(-—-) =s o ; onde j;=: ^t + B. Quindi% se indichiamo per 

j^ r intercetta cror rispondente eulT asse delle x tra T orì- 
gine e le direzioni .^Kurallele della forza sollecitante, sarà 
j. — - JTt i- 3! • Cosi, in qualunque tra jettoria descritta in 
virtù di una forza ^ le cui direzioni sieno parallele y^ gli 
spazi diritti sugli assi dalle direzioui della forza sono 
eguali in tempi eguali. ,y 

5.** Vediamo adesso la .proprietà delle aree nelF ipotesi 
di « costante. Differenziata P equazione / =^«x+f si ha 

^--|-^ ===; «(^) •+• C -^^ » e^Ja pia seni^pliceraent^ dy^=^(tdx 

^d^. Moltiplica Bdo: t>er »., e ponenda in luogo di xdy ^ 
d.xx — ydxj e in luogo di dfk^ il suo valore Adi ^ che ci 
viene daiy aspressìQiie tiK)va*a p=ssidl*+J5, nasce d.xy ^=s 
(Ax + y)d3i+ jixdfi i e sostituendo per xdt T equivalente 
iLxÉ -^ idlx 5 lidulta (y -r- -^t )da — d.xy Hr «5?dx -h ^d«a;t ==» © , 



ed integrando, y7/--^*)(^)^^~^-'^ + — ptx^ + ^xt = C. 
Pofeto qui pep Jt il tuo valore fr— -B, e pev «a? il suo/ — ?, 

si ha infine J{,y—^+B){^)dt-'—x(y-'^+a^B):==^C; 

epperò anche /(y — ^) (-^j <it — — «(/"O^^'- «apres- 

sioDÌ, iioB difficili da apieigare-, e da costruire. 

•J. 107. GomideriaiAo «, ^, e 9 date . effettivamente* ia 
finuioAe di t. _ AUdzà T e^joazioné é&ÌÌÀ. evmtt^ si^ otteBrà» 
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In questo modo c&lla -«empiici ^ìffbx^faiMÌot». ( 5.' io3 

o 100 )• ..*-,•.. 

DifFeren;;ìa!mo T equazione (i) , ^d avremo , sost|ta^dovì 

-jzr) dato dall' equazione, (b) , 

Eliminiamo per mezzo di questa^ e delfa (i) il (^) , ed 
otterremo . . 

a questa equazione combioata cèlla ^a) ci daiià cH>]r elimir 
nazione di t T equazione della ciirva^. 

$« ic8* Reciprocamente, 86 6836n4o diìàa P equazione della 
curva, du6 delle tré Quantità ^^ (l^ 9 taranno assegnate ìà 
funzione di £ , Ta terza ( ìne^^nita ) tdriA determinata per 
le 8t£Bse equazibni (a) e (a) ^ e per quella ^^\^ curva ^ 
mediante l'eliminazione di x ed /• 

Per un eaei9ipjk> ed ùn^ òòffibina^iiHie analitieja , aia lan- 
ciato un corpo nella direziona 41 upa retta deir equazione 
ys^px + q *j e consideriaiuòio .quasi ritenuto Sp questa retta 
da una forza acceleratrice 9 nella direzione .della retta var 
riabile /s=ax+p, Facciaq^o ^wo per semplicità^ «===c£^; 
e si cerciii Teapressione della forza fittizi^ 9? 

Eliminando la / per le equazioni dielle àìM tetf^^ aarà 
(«-^j3)»5<af-T-Pi p V equazieoie (i^) Mpptésepi^ita per 
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PiP + <^s=;0 diverrà P(^~P) + Q(i— p)»;o, Gosi, de sarà 

Ci ss p ^ t^ccizq'^ ossia, ^ se la forza <p agirà nella direzione, me- 

desima dcrlia supposta- retta , per <fui muovesi il corpo , 

gueir equazione rimarrà soddisfatta indipendentemente dalla 

forza <p, che diventa arbitraria. Ma per i valori posti di ^ 

e di « , ^neir equazione diviene 

5* 109. Posano la forza 9^ e gli olevieAtt 4^ e |i della sua 
direziana vigmardarM/ in funzione delle coordinate a e & di 
,una curva data , ed allora F^aanssa a di tal curva verrà 
.considerata in funaione del tempoi Ma per tal modo av- 
verrà^ jc)ie la jonrva sdiSÉsrttta dal nobile detumejrsi possa 
da sole oonsiderationi geometriche. In tali casi l'ÌBtradu<^ 
jBioiie dell'idea meccanica, ossoa del tempo , e T applica^ 
zlone delle equazioni (a) , (b) , (o) {$* ^o3) del motp per 
jana trajetiaria qnalunqve in im piana, sorviraono a farci 
riguardare le jCwrvb .geometriche , eome corvo mecca nièba 
percorse da mi mobile secoado una corxiapondraita legga 
di direzioni dèUa forz^. Dimando curva geometrica una 
.curva ^ nóUa quale un mobile primitivamente lanciato se- 
guita a itiuoversi di fuoto eqàahile ^ nella ^<fQale «ioè il 
corpo min ^eate Farìono di alcuna forza soUecitante nel 
«anso della curva. Gnrva ' meccanica poi è qtiella , nella 
quale un corpo per muoveni riiente 16 stteiolo di »na 
fona aocelèratriea nel senso^ stesso delia curva; forza, «he 
rende il moto dei corpo per la curva 'variato. 

$: uà Sia la direitiono dèlì<^ lorza 9 ian^fisiak alla 
data curva delFeqnazione hs^fa. Xf'eqnazM^É^ ^^^^^-rf 
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diverrà re({uazioDe della tangente di tal curva 9 ed a rFe*- 

/ ab ^ f db \ f ^ \ 

mo perciò «-=(-^;. <? ^ ^ ~ « ("dfày ' ^^^ = C-cS"y* + 

'dT) P®^ r equazione (a) da com&inarsi coUò due 

(b) , (o). Le quattro cose , cke abbiamo qui a considerare 
in luogo delle prime (J. io3), in ordine^ alla, natuira del pro- 
bleuia , saranno a, <p, e te due enrve ;. e date- tre di esse, 
la quapta verrà determinata. Cosi, se saranno d&te a e <p 
in funzione di t", e la curva h^zfa^ verrà daterminata la 
trajettoria descritta dal mobile; e reeiprocamente.: 

$. III. Consideriamo) il caso delle^ sviluppantk Sia allo 
stilo 9 che descrive la sviluppante di una data evoluta ^ sosti» 
tuito. uu raal>ile , primitivamente lanciato con una data 
velocità di projezìiHuj ^ il quale percorra nel raa mot<^ la 
sviluppante medesima. 

In tal caso le coordinate- a, li ^ sono quelle del P evoluta 
dfilla curva percorsa dal mobile^ e sono date in funziono 
delle coordinate' x \^ y di questa 9 per le note formolo 

^dyx/dsfyj^ /d^y:\ , /d$y.^ /d^Y\ 

s rappresentando al fiol'iitò .l'arco della sviluppante 9/ o dèlia 
trajettorià. Go^i abbiamo qui date: primitivamente le ;due 
curve , mentile r lioa ò dall' altra determinata per lo rela- 
zioni' qui 'sopra dèlie loro cóordinatfe. r : 

Quanto alle variabili a , b ;, x ^ y ^ a , eoi delle due car>- 
ve 9 niuha è esplicitamente assonata in> funzione del ten>- 
po^i nia.le condizioni» del problema perralcfina di :e8se' vi 



ut 
^Neiy equazione pertanto Ai sópra della >taugettle dovran- 

«o porai per a e ^ le ripcurtate espressioni , e per [jy^) il 

"j^j 9 <5lie ne viene; considerando tutto ia 

funzione di tt. Ma sarà lo stesso considerare prima le coor- 
dinate, come fimzioai di a:; e quindi . nell' equazione tro- 
vata della .tanjgpente riguardar V x^ e tutte in funzione di t. 
Ora è noto , .'Clhe le tangenti dell' evoluta sono le normali 
della sviluppata. Punque.assumei^emo immediatamente Te- 
,^uazione della normale della sviluppata , la quale è 

9 =T "^ * C"^) + ^ "*■ * •• w) ' ch'amando p, q te sue 
coordinate. Gosì,^ .uguardando x^y Sanzioni dì £, essa di- 

^,ene q^^^{^-^) : {j^) ^y -t x\^-^) : (-^J. 

Affinchè questa tenga luogo delF equazioiie js=:«jx:+i() 
dobbiamo intendere soltanto per ^- e >g le coordinate •co- 
muni colla trajettoria. Quindi per la sostituzione di p=z^^ 
qsssy ^ r equazione; diviene, e se <) ;.€Ìoè la -prima equazione 
(a) rimane .per se .stessa .soddisfatta,: .U xhe significa,, se* 
condo il ^^ogresao de' nostri raziocinj,^ Jlu j;iconferma , che 
il . corpo descriverà 4a , sviluppante^ 

Restano da adempirsi le altre due equazioni (b), (c)^ 
/)S6Ìa 3e due t. - , . ; » ; 



dx\ fdy 



M ;s^oon4a , ;eo»tjtmto il valore di « 5= — y^) -• ("^y 



r 



diviene (-^j y^^^) + {^) (^^) - o , la q«ale inte- 

/ dy \^ rdx\^ /ds K 

grata ci dà {^) +(r^) ==^S osaia (^; « ^ , ed 

Cosi per le sviluppanti abbiamo V arco in funzione espli-* 
cita del tempo ^ e la &ua espressione ci dimostra, ohe onf 
tal arco è percorso con moto equabile ; e quindi , che ciascii-' 
na sviluppante ^ è una curva geometrica, la quale aoco-^ 
xniina col cìrcolo la proptietà d'esaev perocNna di mota 
equàbile. „ 

La prima equazione poi ci darà la forza <p, che ritiene 
il mobile nella curva descritta, nel senso normale alla me* 

(ds K 
-g-y r avremo ^ = 

^\à^) 'C^"/» '*^** ^^ formola la costante A, ossìa 

-Tr) , rappresenta la ^ relocità nniforme del moibile , ossia 

la velocità di proiezione. Questa ibrmola generale oi darà 
r effettiva espressione della forza <py o^ della t<msione de} 
£lo, che ritiene il «nobile, tae*«asi di eiasOlMdmi^ ottrva 
particolare , considerata. cMne sviluppante. 9a«eÌMn«fM doe 

esempi» 

x.° Sia la curva descritta dal molMle vn circolo , di; 
cui r evoluta è il centro. Avremo IT equazione y » a» r' — as* , 
essendo r il raggio. 2>iAerenciando rapporto a t^ si ha 



\ 
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(-grJ = T' ^"5F-) ==* T("5tV J « ^= T"- *^»^^ V '* 

forza che ritiene il corpo nel cìrcolo è costante ed eguale 
al quadrato della velocità di projezione 9 diviso pel rag- 
gio ,9 siccome è noto. 

52."" Sia la cicloide ordinaria deir equazione difFerenzialé 

("dj) "^ V(2,rx—x^y ^ ^^«®^^^ ^* ^^Sgi^ d^l circolo geni- 
tore, e di cui revoluta è la cicloide medesima» Arreoflo 

'dt) === ^ ' ydt) — Vd*;'^ X — ^» v^t/ — 

A"" 

a,f^5ir(sLr — x) 

5* II12. Del resto 9 se vorremo usare del modo Leibnizia- 
no 9 vedesÌ9 che non avremo che a differenziare Pequa* 
zinne della curva nell' ipotesi di ds costante , ossia riguar- 
dando le coordinate in funzione deir arco ; e la formola 
generale delia forza diverrà 

A^d^x 

"^^-dydT^ 

Osservando 9 che tale fbrmola è quella medesima dell* e* 
quilibrio di im arco premuto da forze normali (1) 9 con« 

i5 



- «e 



i*^ 



<i) Bossut. Mem. I. soli' Eqailìbrìo dette Tolte. Tratt. Elém. 
Blecè. YòL ^. pag. «i4 ( Edit. di Pwria ). 
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eluderemo il seguente Teorema „ che la sviluppante qua- 
Ittnque di una curva è ad un tempo la trajettoria , la 
quale verrebbe percorsa di moto uniforme dal punto, che 
la descrive 3 in virtù della forza normale che lo ritiene , 
se detto punto, o mobile, concepisse primitivamente una 
Tclocità istantanea di projezione; ed è ancora la curva di 
equilibrio , di cui le forze stimolanti sieno normali alla 
curva. „ 

$•11 3. Si rileverà pertanto quanto feconda riesca la con- 
siderazione generale della direzione variabile della forza 
nelle trajettorie ; e sarà facile similmente procedere avanti 
nel rapprossiniarle colle curve di equilibrio tie^ varj casi, 
e ricavarne gli analoghi teoremi; e riprovare cosi anche 
in questa parte non essere V equilìbrio , che un caso par* 
ticolare del moto. Sebbene la materia assai ce ne alletti, 
i limiti a noi prescritti non permettono ulteriori indagini 
Bjx questo pUnto. 

J. 1 14* Terminiamo il Problema Diretto con alcuni, esem*- 
pj , ne' quali gli elementi del sistema siano dati in gene-- 
rale comunque per delle equazioni diffe/renziali ^ a dìffe^ 
renze finite , o a differenze miste. 

S* II 5. Prob. I. In una àeitSL curva trovare la serie delle 
ascisse, la quale corrisponda alle differenze tra la sottan- 
gente moltiplicata per p , e |a ^unporipale moltiplicata per 
9, in progressione geometrica, tra i limiti xssa, o^ssò. 

Zi' equazione del problema sarà 

Sia la curva un* ìperbola fra gU assintoti , 4eU* equazione 
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(dy \ y 

'dh) *^ "* — ^ ® ^**^' 
tuendo questo valore oell^ equazione del problema , si oU 
tiene px^ + mr^x^ — 9^^ s=so; equazione del 4*'* grado ^ che 
risoluta ci dà il valor cercato di x.. 

Quanto ai limiti ^ avremo x^ssssai^ x^ss^b; e quindi le 
due equazioni 

qh^ ^pa^ ya\qh^ -—pb^ ) 

aa cui m= ^3—, '--Kb\qh^-pa^y'^ 

Valori 9 che rendono cognita la supposta progressione geo* 
metrica. 

S* Il 6. Prob. IT, Sotto le stessè condizioni del problema 
precedente 9 determinare la serie delle ascisse ^ per le quali 
il quadrato della normale uguagli il rettangolo della sot-^ 
tangente nelF ordinata. 

L* equazione sa rà (^)' + (•^) - 1 « o. 
Sia la curva una logaritmica. Avremo 

Sgc^Jlogy^ (^) « -J; e quindi y^ -j- A^y— A^ pboì 

.d ^^^^-(± + i-(/^)+^^(^^-if-^). ondci 

conosce anche x. 

In questo caso adunque la serie si ridnce a tre valori 
determinati^ è le condizioni dei limiti divengono super» 
fine; il che avverrà in tutti i simili casi determinati ^ ne* 
quali le relazioni date non introducono un termine gene- 
i^ale indeterminato di una serie* 



S. 117. 9rob. Ili fra dati limiti iscrivere ad una data 
curva uà poligona dX n iati, i quali procedaao secondo 

una 4ata l#gg^ qfùaliuKjujd. 
Si avrauno le due eguaz^tomi 

indicando pec la prima T equazione della curva, e per' 
z. il dato termine generale del lato. Ma più generalmeme 
porremo le djae eqiiaaioni 

potendo non esser dato il lato immediatamente in funzione 
esplicita di u. Trattasi qui pertanto di determinare il va- 
lore di a:„. 

Sia la curva la Spirale di Archimede dell» equazione 
r'^^^r Avremo ^jr==;rA^, e 1» equazione del problema 
amena (n'-f.i)A.a; ==9% da cui £^x^<f'.Vin^ ^ i). Sup- 
pongo <p costante , ed =a. Sarà ar„=:au : v/(ff" + i) -f- C Per ì 
determinare le costanti a e C. siano «, ^ gli angoli de' 
due limiti, cioè, a;„ =, « , a;„«=p. Sarà € = *, 

«^^:v/(^='-M)-^«==f; epperò ^^ (P-^M^r' -n) ^ ^ ^^^^^ 

di r„=(^— «)— +«: formula, che ci dice, che „ ad ave- 

re il polìgono equilatero iscritto alla Spirale, l'angolo d'in- 
tervallo fra' dati limiti va diviso in parti eguali. „ 

Si è presa un esempio de' più semplici, mentre vedesi che 
F^ equazione alle diiferenze non è lineare. Del rimanente 
il Soggetto dell' Iscrizione e Circoscrizione delle figute , ab- 
braccialo, da' due Pixsblemi gene rali del Capit. prec. (5.59}, 
«ara trattato particolarmente nesU'idtimo Capitalo* 
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f. iid. Prob; IV. Fra dati limiti in Una data cmxva tto*- 

^i^r le -serie eletta e^orditiate di n terttiitil, tali elle il trian- 
golo mÌ8tilineo édtttrno della curva fra due órdidate colise* 
cuti ve, sift^ egaale in superficie alla funzione (fx. 

L^equaziotae sarà [y + £^y)^x — ^fydx^:^(f>x. 

Sia la curva una parabola dell' equazione y^ = px. Avre- 

«no fydxsss-^ ?^y9 e T equazione diverrà 

yAx ^^ ùiX^y '+ ^x^y ssz ^<px.. 
EUminahdo tk è Ax per 'mezzo di quésta e delP equazio- 
ne della curva y^t==:px 9 risulta 

dalla quale fa d' uopo ricavare il valore di y„ • 

Questa equazione diventerà lineare 9 se sarai <ps=iAAy , 
ovvero <9^^Ay^y . Per esempio, supponghiamo che il trian- 
golo mistìlineo indicato debba uguagliare H quadrato della 
differenza Aj. Sarà 9«s=A^*^ e 1* equazione diverrà 
3j -f- ^^ i-. 3p ^ ejie ei dà 

La costante C si determina al solito pel priibo limite , e 
%\ ha , fatto y^= a 5 C = a + a/> ; ed /„ = ( a + ap ) ( — a)" — ap. 
£ qui noa avendosi altra costante indeterminata ( quando* 
che pur non si riguardi come tale il parametro), non pot^à 
^idempirsi aliar condizione di ub* altro limite^ ma veri'àeAso^ 
o il numero de' tern^ini determiiiarte. 

S, ii^i Prob. F. Sotto te^ pre^edeAti condizi^ili, dbtermi-^ 
nare le aetie^ èe^le coiSordikiaté talr^ <ìhe le- tangenti della 



curva facciano coli* aste aoà serid di ftngòli , de' qnnU lo 
tangenti saocessivamente a due a due moìtiplioalie pet d« 
6 per 6 , siano eguali ad una data funzione <p. 



9 



omro (« + ^ )(-^) + ^^C-^) «4^. 

Suppongasi , per esempio , la cntya dei sèni , la di cui 
equasione è yssssenxi e sia ^^ssccosx. L'equazione dt* 
verrà (« + 6— c)co*aH-6Aco*4tBso» la quale integrata 



«à coìiù aa ^v"ir"/ * * cletetinìniittdo le costatiti C 6 



ip^ ^ipeniiefìteiiiénte àai dati limiti x^sss:a^ x^ss^, risulta 

^7^; ; onde a: ===^rc.co5.Jco5«(33j^ J- 

5' '^^' ^^ rìconoscerà in questi cinque ultimi pi^obletaii 
un solo elemento secondario z del eterna ( il qual èie» 
mento ]^àò esiet semplice , o com^posto comunque ) ^ e si 
kravviseirà^ òhe la j^elasione cadeva tra esso e gli elementi 
{principali ^ in funzione esplicita de* quali egli era come 
dato, (i) Ma possono finalmente aversi due equauoni qua*- 



»Lmmt^^^^m^„^i 



(i) Noa sarà inopportuno ^ che si fiaKM^ia qui rimarcare la indetermi- 
nazione ',' è qoiikdi la generalità ^ thè seca pottà, il vocabolo di elemento y 
Usai6 nel prèc. Capita ^ e che si richiama in queste Applicazioni. Noi 
Veramente Vogliamo <{ni sopra intendere per 1* elemento* JS ^ a cagion d* e- 
sem[>io nel ProbL lY. dei 5. citali^ T enunciato triangolo mistilineoj 
Assia sottintendesi £uto per intiero ^^ij-±^à^J'^^^'^àfjdx* Tu(r 
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lanqiie , dalie quali dìpendaDO le relazioni di dae . ele- 
menti secondar) js e t cogli elementi principali / 9 ^. ( S-' ^^ 
e 64) Diamo ancora qualche esempio di questo caso generale 
nel Problema Diretto. 

S- lai- Prób. VI. Data là curva i3f (fig. 11) fralle coor- 
dÌDate ilM{x)^ PM(y)i e immaginate queste prodotte, 
B* è necessario , sino air incontro di due altre curva HN , 
KR; le due curve HN , KR essendo supposte tali; i.'» che 
le tangenti ne* punti collegati N , R sono fra loro paral- 
lele; a-** che i trapezj mistilinei Q^N ^ P'-R , compresi tra 
due successivi termini delle serie di rette collegate QN{t^)9 



cavia sì potrebbero introdurre due elementi secondar) z^ i col fare e. g. 
z;=:i(jr -{- Aj^) Ax ^ t^^sA/j^dcc} e F equazione del problema sarebbe 
z — tz=x<pa:i e così d* altre supposizioni. Conseguentemente apparisce 
la nozione di elemento corrispondere a quella di funzione ^ ed anco 
esserne più generale ; il che potrà più chiaramente rilevarsi dalle loro 
definizioni. Il senso di funzione va soggetto, se non ad una determi- 
nata di lei forma , però ad una particolare scelta deUe variabili ; 
d'onde dipende. Quello di elemento non lo è ad entrambe* Cosi 
puf e le nozioni di sistema , e di base del sistema , intromesse nel 
Capit. prec;, sono del pari più indeterminate ;> e quindi più ampie di 
^ella di curva. Se io&tti si applichino ,i ragionamenti de* $.* 68 e 69 , 
£itti pegli elementi principali j^ , x, a due elementi secondar) z ^ t ^ ^e 
ne inferirà la esistenza di ^trottante curve in generale , o basi secon- 
darie nel sistema , .<]uante sono le supposizioni che si possono fare per 
quegli elementi ; vale a dire ^ se ne inferirà un numero infinito. Final- 
mente le idee generali del Capit. prec. non s'arrestano alla- comparazio- 
ne di due soli elementi collegati z ^ t ^ ma progrediscono alla combina-r 
^oac di jon quaisivo^a numero de* medesimi. 



lac. 
QW(É.+.), ec. PJR(x,), P'/i*(««+.),/ec» sonti eguati in 
superfìcie : cercasi il termine generale e„ per mezao del 
dato t„. 

Considerata la curva HN fialle coordinate ^Q , ^^Q ri- 
ferite aira8se AC ; t U curva KR fralle coordinate ^P, 

RP riferite air asse JB ; (^), (^) esprimeranno * le 

tangenti degli angoli , che fanuo rispettivamente le due 
tangenti ai punti N ^ R delle due curve cou quegli assi, 
e per la prima condizione fra gli elementi s,é si aveà 

r equazione (^) = I : (-^) . 

La seconda condizione poi ci darà J' altra A ^L-i» _^ 

y 

fzdx ^ ^ , 

^"^5 i <Jue membri della quale apparteng^ono a due j 

sistemi di differenze variabili Ay ^ Ax fra lóro dipendenti ^ 
giacché/ è funzione di x; die è quanto dire in ultima 
analisi al solo sistema variabile di Ax. Ma considerando la 
so , e tutte le altre variabili , come termini generali di 
tante serie ^ ossia riguardando tutto in funzione di u , la 
stessa equAaione tosto appartiene al sisteibà costante delia 
differenza ss i. Così integrando, ella diventa 

y^«(-5J^)di^— yi«(-^) du = <p(u), essendo <f{u) una fun-^ 

:?ione arbitraria di sen %nu ^ eo$ ù^ytu*^ ossia , che soddisfa 
alla relazione 9(w +i) = <p(u). 

Ora sia ts=zfu^ e reciprocamente usszf^t ^^ e sarà t'==: 
f(u+i)^f(i+fty Quindi^ se nuovàmeAte ti elimina la 
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u ^ arn^nio ftdy ^fzdx ts= T , essendo T una funzione , cho 

non cangi dal porre, in luogo di t^ £'i=/(i4-/'t )• Le due 
equazioni fra gli elementi z ^ t saranno pertanto , riguar* 
dando tutto in funzione di x\ 

(di \ / dz \ / dy \ f^y\ t ^^ ^ 

per meazo delle quali 9 e deir equazione della data curva 
F(3Cjy)=iOj potremo avere z e t in funzione di x^y^o 
della tota x; e quindi oolla eliminasiioDe*' di ir otterrassi la 
relazìoQie fra s , f . 
*i.^ Per un esempio semplicissimo ^ sia la data curva una 

retta dell'equazione jr=:«ap +jJj e le due equazioni (^i)f 
(il) diverranno 

(dt \/dz \ / dT \ 

le quali ci daranno 

Assumiamo inoltre per la funzione T una costante^ e qua« 

(dt v« 

z^=:cit. Lfaonde la prima equazione ci dà tsszdix + C ^ o 
semplicemente tdpiXii-C^ giacché la x può divenire nega», 
tiva ; e per la seconda nasce ^ = «(aPi-C)» 

li' equazione t sss x -t C rappresenta una parallela HTf 
(fig. la) alla data retta LM ^ condotta alla distanza Lff 
es=,C. La relazione poi z sai esprime la parallela AT gui» 
data dair origine A. Ma, come per verificare la uguaglian* 
aa de'^ trapez} emmciati nel problema , dobbiamo riferire 

16 



la terza curva ali* ascissa x , cosi dovremo considerare il 
valore di «=s«(x + C?); e questo ci dà una parallela KR 
condotta al di là dall* origine alla distanza KA=C. 

Ora la prima condizione del paralleUsmo delle tangenti 
è soddisfatta : verifichiamo la seconda , cioè P'R . — ^Q'jy. 
Perciò, condotte le parallele, siccome mostra la lìgara 
basterà dimostrare cb9 il. trapezio Q'iV eguaglia il trapezio 
S'T y ovvero sottraendo i due parallelograinmi perfetta* 
mente eguali t'N , T'N , basterà provare che la saperficie 
del trapezio Q't eguaglia la superficie del trapezio S' N. 
Sia PP'=iMrs^8, e sarà Jtf'r ==?«», Ciò posto, avremo h 

superficie del trapezio S' N ^ P' M ;^d(^y -i \ e la sa^ 

perficie del trapezio Q't se iM' r( Qé i jf;. .) ^5, ^j /21 ^ ±.\ 

Gss&Ni come richiedevasì. 1 

a."" La fiupposizione di T variabile è poi astretta ia tutti 
i casi ad. un particolar termine generico . per t^. Cosi , se 
suppongasi t„z=(-i)'*, sarà t':?=:f^,=— (— 1)« = — t. Quindi 
per siflatto termine generale potrà essere la funzione T una 
qualunque, la quale non cangi al porre — t in luogo di t. 
Xaonde potrà farsi Tsf^", essendo rp qualsivoglia quantità 
non summultipla di a, e T equazione (3) (i/) diverrà 

(dt \a nn^fm — i) / dt x3 2,1% ( ^^ \( ^^^ \ 

o più seniplicemente ^ considerando viceversa gc funzione 
di t ; r 

. /dx^ an(ari— i) a» /flJ^arv /dotr^a 



\ 



+ 1 



\ dt / <» ^ « V d^^ / ~ V rft / ' 






lai 
la quale integrata e risolata ci darà x per t , e f per x ; 

e -quiodi ^rrofoo « «=» * t -^ ant»*-» : (^-^-^ ; espressioni, nel- 
le quali converrà porre per t il termine generico supposto 

$.122. Siano infine (sema dedarle , per brevità, dalle 
coudiiiòai anticipate di qualche problema) le due equazioni 

cV elleno appartengano ad una curva a doppia curvatu« 
ra , mentre y è funzione di x ; ovvero che » immaginando 
il tfttto abbàttuto in un piano y rappresentino un sistema 
piano geometribOe 

(d'^t V / dH \ 

pogto f=s<p+.w, essendo <p funzione di ar,/, ed » fuu* 
sione della sola x , ambedue da determinare 5 otterremo le 
4ue equazioni 

Fatto adesso per la prima 9 «= c**+Cy , si ha F equazione 
fra « e ^5 «^ — afcjJ^sso^ ed «ss^jf\/a&; onde ^^kc^^V^Hi) 

SS e^y.e^'V-*; e ponendo cP> s= Fy , nasce ^«^(fy)^ * ^ es* 
sondo JFy funzione arbitraria di /, come si sa. 



\ 



i—b » 

L'altra equazione poi dà rarbito «a» x^+xFy^Fyi 

laonde il valore di t sari 



IM 



(f'y) 






+ 



x"" + X F' y ■{■ Fy , 



.> 



Se si fo8i?è determihatp ^ per «, avremmo oìitenuta un'aHra 
«apressione di t. - • : ^ x i 

la quale, risulta dairelìmioa^iDne di ^ c^oUe di^e apposte, 
8Ì avrà 



(//) 



fv-* 



+ — — X* + xfy +fy. 



> « I 



Easendo data pertanto Tec^utizione della, ear va , ,per me^^ 
90 deir elimìnazicoe di a:; e^d^y« po^romc)^ t]i;ovare la. r^^U* 
zione secoudaria fra z e t. Ma se vogliasi ^yere soltanto il 
termine generale dell' un' elemento z^ corrispondente ad un 
dato deir altro t, basterà^ senza la eliminazione d^'entram-* 
he le coordinate x ^ y ^ passare dal termine generale t a 
quello della' a: 9 o 4ella ^^j e ripassar quinci da questo a^ 
quello della z\ 
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CAPITOLO IV. 

P^qMZJBiifA iKVEfLso. AppUcazìoni contenenti il Metodo 
inverso della Divisione delle figure continue. 
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BQBLEMA Jkve^so. Gonosceiido i termini generali di due 

m 

clementi 2 , t di una curva , trovarne V equazione fralle 
léoordinate x , jk ; supposte le serie di n termini fra i limiti 
n ^ b dell' ascissa x. 

5* 1^3. GomiDceremò dal Metodo inverso della Divisione 
delle figure continue , e prima ' di tutto osserveremo , che 
le condizioni de' limiti non fanno parte essenziale ì, né di 
questo Problema Inverso , né del Diretto; ma che propria- 
mente appartengono ad un terzo Problema , nel quale p 
cioè, assegnate le forme di due termini generici s„ , t^ ^ si 
ricerchi la determinazione de' loro coefficienti non dati , 
dipendentemente dà equazioni ' date di condizioile , quali 
sono per esempio quelle fornite dalle condizioni de' limiti, 
3ne' quali incoutrar si debbono le serie per dati numeri di 
termini. ^5. 83 ) Cosi non ci occuperemo di. questa detèc» 
:mina2Ìon^, ch^ ÌD.;.alcuni.esemp}. ; ., , ^ 

. 5- lA^ Proh, /...Travar la curve tale 9 che alte. McM^e in 
F^-og^ressioiie geom6trìca ccrrispoiidaiio gli spaz) iti .progre»» 
^^ojie aritmetica. 



.i • 
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3arà xssmq^^ 2 =://e2ac = itf a + B ; ed eliminando la u^ 

fydx = I log h 5 5 e differenziando t xy =5 if : log q ; 

eqnaspione di un' iperbola equilatera .fra gli aseintoti» 

Per le condizioni dei limiti > dalle quattro equazioni 

A a 

^r» + jB ss 7 log 'ZT'^ ^ 9 dovranno determinarsi le quat- 
tro quantità m^q^A^ B. Le due prime ci danna msssiv^ 

q s=: (/— ; valori , che soddisfacendo alle due altre , lascia^ 

so indeterminate 1« quantità A e B. \a A dipende 4alla 
dimensione della curva , e la jB rimane ad arbitrio. 
^ Se più generalmente si prendono le coordinate ad angelo 
pbbliquo ^ è chiaro ^ che risulta la stessa proprietà esclusiva | 

ad un' iperbola qualunque fra gli assintoti. 

fi ia&* Prob. li. Trovar la curva ^ nella quale le- a8cjl,s»e 
e gli spazj formino due serie alle differenze costanti degli 
ordini n ^ m« 

Avremo le due equazioni A^x^ssa^ ùTfydxssiA^ le quali 
integrate ,. considerando x^y funzioni di u (i), ci dannso^ 

X s= aW^* + bu/^* + . . . •. -4- ru + & 
fydx:s=iAu''^'i'Su'^*+ . •. . . +Exi + Si 



(i) Faremo osservare^ che il Bostro pri'ucipio déUe serie , fondato sul 
passavie diretto e reciproco dèlie variabilr continue atte dit^ontinue , 



variabile 
^oale ali* unità. 



/ 
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e per mezzo di queste converrà eliminare la u. Cosi, s& 

potesse eseguirsi io generale una tale elitn in azione , o se po« 

tesse risolversi un^ equazione generica letterale algebraìca, 

potrebbe aversi ancbe la curva generica, la quale godesse 

r 

di quella proprietà. Ma in ogni caso particolare potrà sem* 
pii^.tal curva ottenera. Pongasi per un esempio semplice 
xsszawi-bi sarà 

equazione di una curva parabolica. 

5. 1S16. Vedesi cbe Vindice u tiene laogo di una nuova 
coordinata, ossia fa le veci di una terza variabile continua ; 
carattere della continua interpolabìlità. ($. 67) Per conse- 
guenza possono anebe dìfierenziarsi le due equazioni del 
problema avanti r^liminazione di u; purché si riguardi la 
u come una funzione di x risultante dall' equazione del ter« 
SD Ine generale x^. Io questo modo il problema qui sopra, 
fatto più generalmente x zs^^ fu ^ fydx ^=^ Fu ^ ci dà, di/Feren- 

zjando , (^) (^) c=: , , epperò y « (-^) : (^) ; ter- 

mine generale dell'ordinata /• Se pongansi, per esempio, 
ì valori ài sopra de^ termini generali , nasce 

^/^ {n—'i)au'^^ + {n—a^bw^^^ . . . . -f- r ^ 
cbe può considerarsi una trasformata dell' equazione fra x , 
y , per la nuova ascissa u data dall' equazione del teripine 
^nerico aw^^ 4. hiàr^\ + . . • • +'ru + ^ saap, Quest' ascissa 



u può riguardarsi poi in due maniere^ o come data anali* 
tica mente per x, mercè requastioQe del termine generale 
Xu9 o dietro una costruzione geometrica 9 come eguale s^lFor-^ 
dinata della curva rappresentata dair equazione di quel ter-» 
mine generale medesimo. 

$. isvj. Prob. III. Cercasi ia curva, nella quale 4Ìax:=7/ii|i 

Differenziando la seconda equazione ^ e sostituendo iV 
-^j il suo valore i : \;^) cavato dalla prima ^ 

si ottiene (-^) « ^1 (^Y '- (^)' - ' ( , ed 

fi^ r \ irè£) ■' ('dà) "■ M "•" ^ ' equazione delk cui> ■ 

ya » nella quale •* intende soetitaito sotto il spgno {«tegrale- t 

per u il suo valore in s » dato dalla risoluzione dell* equa~ 
«ione fumzx» 
Siano, a cagioQ d'esempio, /uxsaic^, Fusshuf*. Avremo 

e r equazione della curva sarà 

la quale otterremo approssimatamente sviluppando in serw' 
il radicale. Pei noti due criter) della formula binomialey 

se sarà i : (-^ — i ) sa ap , ovvero i : (— — i J «ss ap — i • p 

io- 
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indicando un numero intero^ queir integrale sarà riduci- 
bile alia razionalità , e V equazione della curva potrà aversi 
in termini finiti. 

De' cinque più semplici casi , ne* quali il binomio sot- 

to il radicale non va al di là del a.® grado , cioè 2,[— — ì j 

1 j == — a , considero i due primi -zr ''^ ^ » TT = "" • 

i.^ Se — =si , la curva diviene una retta dell* equazio- 
ne y SS xy(—T — ^ ) "*" ^' ^° generale la condizione , cbe 

ci darà una retta ^ sarà V"idiir/ "^ ^v^iT/ * indicando A una 

costante qualunque ; epperò Fu = -4/u + -B , la qual for- 
mula ci significa il principio della proporzionalità, qualun- 
que siano le parti, delle rette intercette dalle parallele. 
Cosi l'Analisi più composta ed inoltrata comprenderà 8em« 
pre i principj , che le hanno servito di scala a costituirla ; 
onde non attaccherò altra importanza a simili osservazioni 
fatte di pas:^aggio, ohe quella di riscontri delle verità. Ma 
r importanza e la sublimità di siffatta Analisi sono di poter 
con essa definire nelle indagini prese d'un modo generale ^ 
se le proprietà 5 che si attribuiscono alle curve, e che d'ai-, 
tronde si sappiano appartenere a curve cognite , siano loro 
esclusive , ovvero si accomunino ad altr^ curve non per^ 
anco conosciute. 

^7 
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""** 4^^""'*=^' "^^^'^ •'' ~ ^ = ^ "6? « % ne"a qua- 
le equazione si riconosce la seconda parabola cubica. Quin- 
di in tale curva, presa T ascissa x=sauv, si ha Tarco * = 

6wv; epperciò log ~ .log^ : : a : 3 , ovvetro 5 =c — K— 

** ^ a a ' 

S- ia8. Prob. IV. Trovare la curva riferita al polo, ne/ia 
quale sia 1* angolo, o ascissa x=zfu\i e Tarco «=:Ftt. 

Avremo y5x(/|/» + (^)'l «^iTi,. ed operando come 
precedentemente , risulterà V equazione 



Sia, come sopra, xx^fu^aw^, ss^Fuz^bu''; e Feffua- 
zione differenziale della curva sarà 

. Non esamineremo che il più semplice caso d'integra» 
zione di questa equazione , qual è quello di — =; i. Essa 



diviene allora /» + (-^)' — -— , la quale è separabile, 
e dà dx =^7:^?— — y> |; il cui integrale è x -\- C =s. 
Are. sen. y^j , o reciproca ménte / == ~ •sci {x •{■€). 



ì3t 

Questa equazione è la polare di xxn circolo, in cui il 

b 
polo è sulla circonferenza , ed il cui diametro è — ; con* 

tando inoltre Vangelo x da un primo raggio vettore, che 
fa un angolo C colla tangente. L* equazione infatti la più 
generale del cìrcolo riferito a un polo è 

jr* + a(<f^cosx — fi$enx)y + »^ -^P — r'^ssao; 
^ ^ fi essendo le coordinate del centro rispetto al polo j 
come origine su di un dato asse 9 r il raggio 9 ed x 1 an- 
golo a contare da un primo raggio vettore , che fa coir asaa 
P angolo C. Se pertanto si pone «sso, e jJ^r, il polo 
passa sulla circonferenza , Tasse diviene tangente 9 e T e« 
quazione cangiasi in /^ — ary 5e/i(x +C),=3a, ossia in /=^ 
iir sen(x + C). 

Avremo adunque in un tal circolo x=iau'^^ s:ss»bu'^;, 

b 
epperciò 5 = — oc, cioè Tarco proporzionale ali* angolo alla 

circonferenza ; e quindi diviso un angolo alla, circonferenzi^ 
in parti eguali 9 Tarco compreso sarà diviso in partì eguali: 
le quali proprietà sono quelle , che ci somministrano, gli 
Elementi. Cosi quivi pure veniamo a riscontrarci colle pri- 
me verità. 

$• 1^9* ProK V. Data r equazione di una curva polare 
t7s=a(px ^ e dato il termine generale delV ascissa angolare 
x^==^fu^ trovar T equazione di un'altra curva riferita al 
medesimo polo, tale che lo spazio terminato dal cooiun 
raggio vettore , e compreso fralle due cujrye ^ abbia per ter- 
mine generale Fu. 



x3^ 

Si avrà pertanto —/(jk^ — v"* ) da: = Fzi^ ed /* s=: 9^* -+- 



^(-^) ■■ (B- 



(rfu 



Facciamo x=/« = -5:^5^, f^^^^i « «'à <*' 



n 






£- f 



/ 



e questa equazione così generale potrà fornire molte pro- 
Jprietà ne' varj casi , che vi si possono contemplare , dei 
quali non considereremo che i seguenti. 

I.** Fatto m=3ns=p^ l'equazione si riduco a 

(B) j.»=<px -[i^Ab-Bayx-tBy 
Se sarà (fx, cioè x> « i^Ah-Ba)x±B ' ^^ *^^^ •''^^ 

Feciprocamente , se sarà i;=so, si avrà X^^ /ju^n \ , p • 

vate a dire , se la curva data sarà dell'equazione v = 

\^2bAb 
(Ah—Bà)x ^B ' ^^ cercata si ridurrà ad un punto nel polo ; 



*• 
> 
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e per conseguenza viceversa , se consiclerìamo la data , come 

un punto cadente nel polo , la cercata sarà àeW eqnazio- 

yJùiAb 
ne 7 =s /jt_f^ \ t p • Tale equazione appartiene alla Spi* 

rale Iperbolica , e nvessa sotto la forma y{^x + .. p -j =z 

jf^j^^n ' 5 dà subito la costruzione della curva , prendendo 

B 

l'origine distante dall'ordinaria delP arco ju—Ba ' ^^^ ^^^" 

» 

80 di r, o neir opposto , secondo che questa quantità è po- 
sitiva, o negativa. 

Avremo dunque in tale. Spirale , preso il termine gene- 

I 
rale del l'ascissa x===—TTr;S" 5 quello dello spazio angolare 

comj)reso tra il polo e la curva F= ^ ^ „, . Come possia- 
mo eseguire l'eliminazione di u , vedesì che tal curva è 
quadrabile , ossia che può aversi la relazione in termini 
finiti tra F eA x^ cioè V equazione del sisteina fra questi 



due elementi. Sarà infatti Fzs=i yjv_jf \ » rt 9 ove ^ ^ b 

debbono essere considerati di segno contrario , siccome ne' 
termini generali 9 per la assunta equazione della curva. 
Questa medesima espressione di F può dedursi dal Cala- 
celo Integrale, astrazione fatta da qualche fattore costàn* 
te , che non entra in conto ; diche è facile scoprir la ra- 
gione. 

a."" Nella stessa equazione (B) facciìamo ora Ab^^Bd^Bmc^ 
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ossia pongasi --|- ss — = g. Essa diverrà /^ s=5t>* jr- =s 

( t? + ^^) ( ^^ ^"]g") ' ^^^* ' qualunque sia la curva 

data, la richiesta ci verrà dal prendere pel raggio vettore 
y una media proporzionale tra il raggio^ vettore v della 
data 9 accresciuto, e diminuito di una medesima quantità 

costante ^^^* (Se avessimo riguardato a e B di segai 
diversi, la costruzione della curva sarebbe egualmente fa- 



I 



Cile. ) In una tal curva adunque avremo x =5 -7-- 

^ J(i^qu'^) ^ ^ ^^^^^^ proprietà permettendoci V elimi- 
nazione di a , lo spazio ^ compreso traile due curve p 
e dal cpmun raggio vettore, sarà quadrabile, ed avremo 

I — ax 
dair espressione di sopra ( i."* ) F=i — ^ — ^ il che ci fa ve- 
dere una proprietà generale di queste bupve, comune a* 
circoli concentrici , cioè ,, che V indicato spazio ^ a con^ 
tare nello stesso senso , o in senso opposto all' ascissa ,. è 
proporzionale alla, medesima. „ 

3."" Pongasi nell'equazione generale (A) asso, Bssio^ 
ed m negativa ^ e ritenendo t; per 9x , ne risulterà 



(C) ^.«^» +_-«:. 



■1 • t 



e questa equazione comprende il caso ora considerato 9 ù^ 
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I termini geoerali di or e dì F per le curve contenute 

I - 
in tale ■ equazione diverranno dunque ac ss= "T"""** Fs=i 



n 

— o 



-^li", e sarà perciò i^ss-j-x"" ; cioè ,, lo spazio intercetta 



n 



esime 



fratle due curve proporaionale alle potenze — dell' a- 
tcÌB«a. 9, 

Se facciamo nell* equazione (C) v costante ==r, ed — 

-=-52^^ — =3, avremo la Spirale conosciuta sotto il nomo 

di Parabolica , ed una Spirale che potrà similmente chia« 
roarjsì Iperbolica 5 o Ellittica , secondo che h eà A saran** 
no dello stesso segno, p di segnp diverso^ 

3fa in luogo di considerare la curva data un circolo, 
supponiamola una retta., ^ jesaminiamo con qualche inda* 
gine il caso più sem^plice dell' equazione (C), quello di 
n 

A."" Sia dunque — = i ^ e t? = 7- — , indicando per a la 
distanza del polo dalla data retta , e contando da quella 

normale V angolo x. JJ equazione (C) diverrà y^ cs — ^ -f- 

CìjS X 

ab fc • 

-^ , e sarà Fssz-j- x ^ cioè lo spazio con^preso tra la retta 

e la curva 9 a contare dalla normale alla retta sino al co* 
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mun raggio vetfore 9 . proporzionale» alP arco 5 angolo jr» 

Assumo per T omogeneità h^ in luogo di "796 la curva 

a* 
deir equazione y^==ft''4-— -^ godrà sempre dell* accen- 

nata proprietà per lo spazio F. Quindi , se Al\f (fig. i3) 
rappresenti una tal curva , lo spazio ABNM sarà diviso in 
parti eguali dai raggi vettori che divideranno in parti 
eguali r angolo ^FM. Sia FP =zt ^ PM = u ; e fra questo 
coordinate P equazione della curva sarà (©* — a^)(t>*+t^)=2 
h^ v^ ; d' onde vedesi , eli* ella è una curva del quart' or« 
dine. 

Dair equa:&ione polare, se per x=:o si fa ysr=6, si 
avrà h^ssih^ — a*; onde quei!' equaziono diventa / ss=a dt 
v^Cfe^'+a^tong^x), e quella dell* asse FP 

«^(v^ft"— &")=<*% ossia t" =: ^,_^a ■ > • 

Dall* esame dell* equazione /«si y/{V -h a'^ tang^ x ) fa»- 
cìl mente sì scorge ^ che la curva ha la forma della iig. i3 ; 
vale a dire 9 eh' ella è composta di quattro rami infiniti 
perfettamente eguali e simili, che partono dai punti J^A^ 
(essendo AF=^ A'F=zb) ^ e di cui le KL^K'V parallele, 
e distanti dal polo F di jBF;= B^F = a , sono i doppj asin- 
toti« Del resto qui si è supposto a e & amendùe positivi ^ 
e 6>a. Per le altre ipotesi nasceranno le altre disposizio- 
ni della curva. L* equazione poi ali* asse , avendo due ra- 
dici immaginarie, dimostra che tutta la curva riducesi ai 
due rami enunciati. 

<Ìue- 



Questa eurva di si elegante proprietà può essere descritta 
di moto continuo* Per ciò fare , si prei^rà una riga GM 
(fig. 14)9 ^à un filo di lunghezza eguale a GOf^ un di cui 
capo si fisserà air estremo G della riga , l'altro s'attac-» 
cherà al panto iV della * squadra mobile IPN 9 per modo 
che sia NP ==s AB* Se allora si farà scorrere contro uno 
stilo fisso F la riga CAf, tenendola applicata all'angolo 
P della squadra IPN , che deve scorrere da Z> in £ lunga 
/>j? , ritenendo teso il filo ^^V,. U punto M delia riga GM 
descriverà la curva» 

liO spazio ABNM:=^~(b^—a'')x (Hg. i3)j onde Fin- 
tero spazio infinitamente lungo ABML è finito, ed eguale 

ai ~r(&^ — ^^}^^ chiamata n la semiperiferia di raggio i. 

Se si volesse considerare la nostra curva AM ( fig. i^t^^ 
siccome una Concoide^ e si volesse determinare là curva 
LM tale 9 che la continua intersezione di essa col raggio 
vettore FM 9 che costantemente passa pel dato punto K 
dei suo asse HP , mentre questo scorre lungo Y asse BP 
della AM\ desse, la curva AM i supponendo HK^=^c^ HP 
=:u, r equazione della LM sarà generalmente v^{v'^ — 6*)+^ 



U + - T '—^U^^sszO 

o prendendo e = o , t>^( v* — fe^ ) + ( u^ — a^}{ v +n y u^ = e. 

Così' la curva AM considerata deV genere delle concoidi 
dipenderebbe da una linea superiore. 

5. i3o. Sinora uno de' due elementi collegati in quistione 
z^yt del sistema, cioè la x^ era UM degli elementi prìncipar 

18 
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li, ossia una delle coordinate. Veggiamo anche qualche esem- 
pio, nel quale entrambi sìeno secondar]. In tal caso però 
non potrà più usarsi in generale , quando z e t siano 
espressi per delle formule integrali , il precedente meto- 
do della differenziazione avanti V eliminazione di u , colla 

sostituzione quindi di u ne* differenziali (."dìT/' \du) ^®* 

termini generici ; imperocché ritornerebbero degli integrali 
indefiniti nelP equazione differenziale cercata. Ma il modo , 
col quale converrà procedere generalmente , apparirà dal 
seguente esempio. 

Se ponghiamo z^f=ifu^ tz=zFu^ vedesi che coli* elimina- 
zione di u otterrassi un'equazione fra z e t^ <pf^z ^ t):s=zc. 
Riguardando quindi z^t come funzioni di x^ per mezzo 
della differenziazione di questa equazione, e delle due su- 
periori , giungeremo air eliminazione di 2 , t , e de^ loro 
differenziali. Si ha infatti 

e per T equazione (i) <p(jg,t)=^, riguardando per esempio 
z funzione di t^ e t funzione di x; o immantinente z e t 
funzioni di x , che torna allo stesso , 

(d^\ / dz\ /d<t> \ / dt \ 
e quindi per la equazioni (a) , (b) , 



Differenziata adesso T equazione (a), ed eliminati nuova-^ 

mente i differenziali ^"^y 9 C'w~/^ otterremo un'altra 

equazione (3) fra z^t. Per mezzo delle equazioni (i), (si)^ 
(3) potranno eliminarsi le funzioni z, £, e ne risulterà un* 
equazione differenziale del second' ordine fra x^y ^ appar-> 
tenente alla cercata curva. In generale si faranno tante po- 
sizioni di nuove variabili, quanti saranno i diversi inte- 
grali indefiniti componenti le espressioni de' due elementi 
z ^t\ e si procederà similmente colla differenziazione , e 
colla eliminazione per tutte le equazioni. 

S* i3i. Troh. VI. Trovare la curva fralle coordinate or- 
togonali tale, che divisa l'area z in parti eguali colle or- 
dinate, l'arco t rimanga del pari diviso dalle medesime in 
parti eguali. 

Avremo adunque fydx == z , (dx r\ i + \df ) ^^ * ' ^^^^ 
a-hbu^ tzsiA-jrBuy ed eliminando u, Bz — Ba=ibt — 6^j 

epperò B{-£)^b{-^), Ora (^)=r, (llj) -= 

V{ I + (^)") • i>«°q°^ «ara ^y - 6 K( I + (-^j)') , e 

« 

fallo -g-=:g,.uasce (■^) = — ^(r"*— 9"*).» <^he può scri- 
versi comodamente cosi ( non trattandosi che di due va- 

ody 
riabili), dx= .,\_ uy Posto y sss z + q , ai ha dx ^^ 



c4<) 

qdz 



. —, nella quale ei ravvisa V equazione differenziale 

dklla Catenaria comune. 

Siccome però pel nostra problema la x dee rappresentare 
V ascissa , e z un* ordinata ; cosi T equazione medesima dovrà 
considerarsi appartenere ali' asse AQ ( fig* i6 ) perpendico- 
lare al principale AP ^ che divide la curva in due parti 
eguali e simili 9 condotto per T origine A; e sarà AQ=:x ^ 
QM^^zi Dunque^ se prendasi ABss^q^ e si coliduca Taftro 
asse BR normale a BP , V equazione differenziale dx -.^s 

TTT^rzT^ ^^^ problema sarà quella della catenaria riferita 

all'asse BR; ed avremo BR=^Xy MR^=iy. 
Integrando questa equazione , abbiamo x =* 

qlogì ; , determinata la costante per modo, che 

^ =: o dia./9s^; e cavando il valore di 7 , si ottiene 

v'C/" — ?') = ?(«^--i)j ed>r = 9|/jH-(e^ — 1) U detta 

al solito e la base de^ logaritmi iperbolici. 

Determiniamo ora i coefiBcienti de' termini generali z = 
a + bu^ ts=:A + Bu. Siano «9^ i dati limiti deir ascissa x, 
ed n il numero de* termini delle serie. Avremo z =; 

/c^^) =4 ver- ,') +c,t =yi^i^j=v(y>_5.)+c'i 

e ponendo ir valore trovato del radicale, e determinando Jè 
costanti in modo, che z,t svaniscano, quando x==i»9 na- 
scerà n no i due valori seguenti di is , e di e 9 
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Ora, «cconie nella serie dell' asciasa «, o 3f„, ad asao 
corrisponde »„««; quindi per questi valori di m, e<li ar, 
abbiamo insieme z = o , t « © : epperciò i termini generali 
«asa4-6w, t=siA + Bu, ci danno a «=» o , -«^ =**<>• Adunque, 
osservando che *« Bf , a^Pà «=* 5?» 5 *«= *»• 

Non resta , che a trovare il valore della costante B ; ma 
per questo , eguagliando i due valori di t , a di z , si ha 



« 



^/'e7__^*^__ ^14 ^ dalla quale equazione nasce primiera- 
mente x=qIogJe« +— uj - 

In secondo luogo, fatto nella medesima xsssfi^ ed uss^Uy 

si ha Bss—Ce^ — c*ì; valore, che sostituito nelle espres- 
sioni di z , t , ed » , ci rende cogniti i termini generali 
^ei due elementi in questione , e dell' aecisaa ; ed abbiamo 

x=«-Hgr?og|i + (e'^-^i)^]. z = 3» e~(e~-- 1) ^ , 

t s=qe^(e ^ — ^J"^' ^^® ^ rappresenta il parametro della 

curva supposta) cognito , o determinabile per le date di- 
mensioni della medesima mediante la sua equazione* 

Concluderemo pertanto V interessante proprietà della Gor 
tenaria , e comune ad una retta parallela alP aese^ che ,9 
divisa Tarea DCRM colle ordinate, parallele alle estreme 
BC , MR , in parti eguali 5 V arco MD rimane diviso 4» 
parti eguali, ^j 
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$. i3a. ProK VII. Trovare la curva tale, che Io spazio 
sino ad una retta condotta per la cima dell' ordinata sotto 
un angolo dato, essendo espresso dal termine generale a" 
la parte dell* asse dair origine sino a quella retta sia rap^ 
presentata dal termine generale h^. 

Indicando per p la tangente deir angolo , che fa la rètta 
coir ordinata , le formule dei due elementi z , t saranno 

^ — ~P/ + fyd^ 9 t = X +p/ , rapporto alle coordinate ; 

e 2?s=a", t = fe«, rapporto ai termini generici. Dalle se- 
conde, fatto loga:logb = q^ si ha T equazione fra js e t, 

(dz V • dt ^ 

(dz '^ / ^y \ / **^ N X dy \ 

«ole superiori; e quindi (^)=r(-5^). Sostituendo qui 
sopra questo valore di (■^) , e quello di f > si ha subito 

, ^ • 

l'equazione finita della «curva /=g(a:+/>/)r-»; la quale 
appartiene ai diversi ordini di curve, secondo le supposi- 
zioni che si faranno per q. 

S- *35- Prob. Vili. Cercasi la curva, nella quale il so- 
lido di rivoluzione ed il cono circoscritto crescano entrami 
lu in aritmetica prc^ressione. 

Sarà , detto n il rapporto della periferia al diametro , 

x:=^nfy^dx^a + bu^ t = y /r/^ :(-^) =:^ + jBa ; epper- 
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tanto —^^-^, e B[^-^)-h\^)^o. Sostituen- 

(dz ^ f àt y. B 

^dx)^ Kdx)'^ ® posto al solito -r-^^q^ ri- 

Per trovarne V ÌDtegrale completo ^ considero viceversa x 
funzione di /; e per le regole delle trasformazioni si dovrà 

dx « 
lyj 

dy 



VO"^ ' '' ("^) ^^ '«^go di {-£) , e - (^) : (-5^^ 



♦W3 



(a 7 V 
Idòc^J* ^^^^ r equazione diviene 



f^^\ 3(^— ^) /dx\ 

V dy^J "" ~^?^ \dyy " ^ ' 

la quale è separabile , e ci dà subito 

rr^r;^ * +€^'; onde sarà y ==: ( JJf^c + iV)**^% essendo 
M^N due nuove costanti arbitrarie: e questa sarà Te- 
quazione della curva, la quale godrà della proprietà <lel 
problema. 

S* 134. Similmente a quello ohe abbiamo detto al 5. 79 
nel Metodo Diretto, possono eziandio qui nell'Inverso eff- 
Aor supposte le divisioni fatte non aecondo le ordinate 
o i raggi vettori semplicemente ; ma secondo qnalevo-* 
gliasi legge, anche con liuee curve, ovvero rapporto ai 
«elidi con superficie curve. Aggiungiamo altresì qualche 
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esempio io quaesti ca5i , <màe vegga&i U generalità del 

Metodo. 

$. i35. Prob. IX. Si cerca U curva ^ la quale divisa 

dalla serie di parabole AM < %• 17 ), «^veati Tasse co^ 
muae AP ^ ed il comun vertice A , e per parametro 
i5 s=: au^S renda il termine generale dello spazio parabo- 
lico AMP da essa determinata *==;=&»"• 

Se intendiamo per 3^ ^ y le coordinate comuni alle para- 
bole, ed alla curva cercata ^^ avremo 






y 



X 



^ t = fydx =i -^ x/ + C 



ove si osservi 9 che la 4^stante C è una funzione di u; 
mentre nelP integrale fydx sono considerate , com' è chia- 
po , X , y indipendenti da u sino ai limiti dell* integrale 
medesimo. Per determinarla , sia t = o allorché x = h ^ | 

ed osservando che pei due valori di ^ si ha / = u * Vax , [ 



m 



avremo C=: — -o■l^*fe^/afe:; e quindi ts-yW — u*hv/ahV . 
Ponendo qui il valore di t = bu^ , si ha V equazione 

m 

dhu" + aM^^ah'-fixy^szCy nella quale po»to il calore di 
4^ dair ecpMiMone qui sopta u ~ (^)" » »»8Ctt ^^J" + 

afcyK^ — a«r«©» ovvero ^" s±=: ff («^Tj^ ""'^^l^'i ' 



equazione alla curv^. cenBa4;i^ 



Sia- 
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Sia hss:o. L'equazione diviene y»»^»»—: - . ^ a'*x"+»5 che 
è la generale delie parabole, o delle iperbole fra gli assin^ 

toti;efatto /i = o, si ha xy = — ^, cioè F iperbola or- 
dinaria equilatera. Cosi tutte le parabole appoUonìane AM 
tagliano Tiperbola equilatera HM fra gli assìntoti AI ^ 
AL ; di maniera che l^ area parabolica AMP è costante : 
ciocché è visibilmente subito dimostrabile. 

Se si cercasse la curva HM divisa dagli archi AM in 
modo j.. cher agli spaz} di divisione AMS eguali corrispon* 
dessero gli archi MN eguali 9 la- soluzione del problema in* 
con trer ebbe assai maggiori difficoltà , come vedremo nel se- 
guente. 

§. i36. Prob. X. Supposte le divisioni fatte per archi pa» 
rabolici, come uelT antecedente , trovar la curva HM di- 
visa per aree eguali ANM^ e per archi corrispondenti^ 
eguali NM. 

Indicando con z lo spazio , e- con e Parco , indefiniti 9 sarà 

zs==^Jx — yrr/s=a + Bu, *^=^j^^l^l^+ js=-4+JBu^ 

ed avremo ^{jj^j -^ ^{^dx/^^^*^ ^ latto^ -^Tss^q^ si avrà 
V equazione (A) |/— aa; ("^j)!* = 95M 1+ ("^j) j » o»»»» 



(4x» — 95f*)(-^y -4acr(-^) +r --99' ^«5 » r integrazio. 

oe della cpiale daia la curva cercata. Da essa cavando u 

»9 



V 
I 
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T,lore di (-t-), .i ottiene j^"^) ■ ^y^3<,V(4,'+y-<^^) 

del quale valore potremo servirci colle successive dìiferen- 
aiazioni , onde avere V integrale dell* equazione in serie 
ossia il valore di / espresso per le potenze di r, mediante 
la formula 

Ma è più breve usare il metodo de» coefficienti indeter- 
minati , applicandolo subito ali» equazione (A); e ponendo 
perciò ^y=^A + Bx + Cx*+Dx^ + ec. , si avrà col pa- 
, ragone de' coefficienti , dopo le opportune sostituzioni ia 
quella equazione , 
9g'(J5' + 1) = ^» 

« 

Da queste cavasi B^-~-y/(^A^^^q^), c = ~^^^, 

— a.3(3g)^ 'yTJ^ii^à^» **'•» ''«stando A la costante ar* 
sfcitraria. 

E si procederà similmente ponendo 

yiBs.A-f-B-^ + C-^+ec., se vorrassi una serie per y se- 
condo le potenze inverse di x. Cosi colle due serie , ascen- 
dente, e discendente, potremo descrivere per approssima- 
«lone la curva cercata, scegliendo di esse la convergente 
pel valore particolare assegnato all' ascissa x. 
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Se &i supponesse q^s^ofiì che ^k^ o 6sssso e z costante ,^ 
o B epperciò t infiniti), T equazione (A) diverrebbe 

(dy x 
-^— y=:©, e daretbecr /^=:Crr^ cioè una delle pa- 
rabole qualunque dividenti ^ com' è chiaro , e uon vi sa- 
rebbe curva dfVfsa. 

Intanto abbiane trovato una cm'va , che soddisfa al pre^ 
blema , e non si è ancora rinvenuto la stessa proprietà ap- 
partenere ad una perpendicolare , o ordinata qualunque a 
tutte le para'bole; conforme diniostrossì al $. 8i. 

Per questo in primo luogo osservo , che ali*^ equazione 
(À) soddisfa y:s=iC^ cioè costante, e si ha 0^=39. Così una 
parallela qualunque LM all' asse AP ( fig. 1^ )^ alta dir 
stanza -^I/ = C?,, avrà la proprietà del problenia. Sarà io- 

fatti z =: AML z=: fydx 3:^/==4x, t = I;iKF=x; e quindi 

^ = qt. Quanto ai termini generali^ essendo a ed A eguali 
a zero, essi divengono r=i— q^, tzissBu* 

In secondo libogo considero* uell' equazione (A) vicev'ersa 
^ funzione di /, con che ella diviene 



-^ questa ora soddisfa x=aiG, e si lia C=^—q. Quindi una' 

^^^llela, air asse AL, ossia una perpendicolare PMN^ alFasp 
• "^-^ adempie pure alla* condizione del problema, come ai 
^^ S' Si- Abbiamo infatti allora 



». 
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il quale spa/.io risultando negativo ci significa qmlclie cor- 
rezione nel senso del problema. E per vero dobbiamo al- 

iora prendere in quistione lo spazio z =: APM ss=i '0' Cy , e 
là PMs=t=:yi e si ha z^S'jqt^ come «opro, essendo i ter- 

mini generali z =^ -^ BCu , t = Bu^ 

La costante B ne' due casi vietie determinata per le con* 
dizioni dei limiti. 

5. 187. Prob. XI . Supposte 1© divisioni fatte per ar^hi 
spirali dal medesimo polo, e di modulo z eguale a un dato 
termina generale^ di cui l'equazione polare è/==:jsx; tro- 
var la curva divisa per archi eguali. 

Intendendo per x 5 j le coordinate polari comuni alle spi- 
rali ed alla curva cercata, avremo (espresso Parco per f ), 

Sia 2 = a + 6u , ts=:A + Bu; si avrà l' equazione 

(dz \ r dt \ b 

■3^; — * (-J-; == o , ossia, fatto al solito ^ = g» « ««^ 

(dz X y dt 'K 

equazione differenziale della richiesta curva. 

Per averne un integrai particolare consideriamo vice* 
versa x funzione di y , e 1* equazione perciò diverrà 
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A questa soddìsEà X3=Cj e si ba C7s=a— j cioè Taagola 

^ costante «ed ±sb — ^ restando y arbitraria. Quindi una ret* 

ta HBondotta dal polo adempie le condizioni del problema. 
Per la determinazione de^ coefficienti de' termini generali 

abbiamo dunque x = —• = "g" ; © tatto u =s p , nasce 

2^=a-> t^±ss/^==5-^; e per V equazione delle spirali 

y iss^ zx ^ sostituendo i valori del primo limite , si ottiene 

A i , 

— =3 — . Pertanto , «e riguardansi come dati a ^ & » ^ ^ 

Ma supposto dato T altro limite, ed il numero n di ter-* 
mini delle serie , cioè supposte n + i le spire fra* due li- 
miti u ==5 o , w =: 71 5 inelusive ; siano y^is=zh , y^z^H i rag- 
gi vettori estremi sulla direzione della retta iti quistione. 
Per r equazione comune alle spire y = zx , avremo dunque 

I I 

d onde asszqh ^ 6 = — - — ; opperò , posto a: = — , i va- 
lori di ;z e di y sono 
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Concludafii pertanto V interessante proprietà delle spirali^ 
ordinarie 9, che descritte da un medesimo poto con modulL 
iti progressione aritmetica , i loro punti sulle direzioni de*' 
eomuni raggi vettori sooo equidistanth^ a conta-re dal primo 
dopo il polo. ,, 

$. idt. ProK XII. Cercasi la curva LM ( fig. i^ ) , Ta 
quale sia div^isa dagli archi di circolo AM ^^ ANy ec. , tan.- 
genziali nel comun punto A dell* asse AP ^ e descrìtti con 
un dato termine generale z pei: raggio ; di maniera che i i 

solidi di rivoluzione generati dalle aree, o porzioni di la^- 
nule AMN^ sieno eguali^ 

Avremo^ chiamando t T intera solido, di rivolazìoue inde.-- 
£nito,. terminato, dalla superfìcie generata dall' arco ilMv 
e dalla superfìcie generata, dalla, richiesta^ curva LM ^ le- / 

^ue- equazioni ' 

y'^i=^fizx — x^ y njdx{<izx — a?^) — ^y/^dx = ^; \ 

ove x\y rappresentano al solito le coordinate comuni a^ 1 

circoli ed alla curva. 

Nella seconda equazione il prima iutegrale va' preso 
neir ipotesi di z. costante. Integrando adunque in questa 
ipotesi, e ludifiPerenziando nella supposizione di z. varia bi<r 
le, ovverà (ciocché è più breve), sostituendovi dopo T in- 
tegrazione il valore, di z in funzione^ di t , y dato dalla» 
prima equazione , e differenziando , nasce 

Fonghiamo pertanto, attenandoci al più «emplice caso», 
i termiiii generali 



f dz V • dt «v 

epperò 1* equazione B{^^) = 6 (^-) . 

quindi F equazione q^à sopra diviene, togliendo i fattori 

comuni, ^— 5- = ^T, da cui x^=rjr9 restando la y arbi- 

trarla. Cosi non v* ha altra curva, che soddisfaccia al 
easo del problema , fuorché una ^{ualuncjue perpendicola-» 
re ILM^N' air asse. 

B B 

Sia 2r^ = ra ^^=iR^ r=^^=;fe. Sarà -^ = »fe'', as=ir, 

R-r 
h = ~"" • Avremo inoltre t^ =: ^ , *«=^ + Bn. Ma t^ , t^ 

rappresentando i segmenti sferici generati dal primo arco 
^i ^^Sè^o r , e dair ultimo di raggio R , corrispondesti alla 
eamune ordinata alla distanza h dall' origine^ abbiamo per-» 
ciò le equazioni 

, R — r 

« qumdi B s=zjrh'''-^. Cosi per a:c=/i i valori determi* 

nafti dei termini generali z^ t sono 

Appare pertanto la proprietà delle sfere tangenziali sul 
medesimo asse „^ che se i loro raggi crescono in progressione 
aritmetica, i loro segmenti . terminati da on medesimo pia- 



no Bormate all^Qdde crescono pure in aritmetica progress 

sìone. 99 

$. iS^. I problemi «in qui propostaci sono più che suffi- 
cienti a far comprender^ 1' estensione del Metodo inversa 
della Divisione delle figure. Fure^ siccome in essi ci siamo 
attentiti allo stretto senso della sua dauomina;cione , mi sia 
permesso di aggiungere altri due problemi (nel medesimo 
caso, che contempliamo , di equazioni differenziali), i quali: 
nostrino l'accezione più ampia e generale, in cui può esser 
presa quella denoti;i>ina;&ione medesima : che anai può consi- 
derarsi , in senso affatto generala, abbracciare tutto il Pro*' 
blema inverso io principio del presente Capitolo. Sotto un 
tal punto di vista , essa comprende il Metodo inverso deWe 
tangenti, quello detto delle Tra jettorie , ec. , considerando 
procedere le condizioni fra gli elementi del problema ori- 
ginariamente dair eliminazione di una comune variabile ^ 
a indice ife Gli ultimi quattro problemi appai^tengono già 
al problema delle Trajettorie , dair ultimo de' quali può> 
ravvisarsi il metodo della differenziazione de curva in. cur^ 
vam di Leibnizio. Ma dal' secondo problema, che daremo, 
apparirà propriamente il caso, quando F integrare non pos>- 
sa aversi 9 o sia trascendente, che ò quello in cui il pas-- 
saggio alle equazioni differenziali incontra delle difilcioltà. 

Finalmente avvertirò che ne' problemi dati sopra , ne' 
quali abbiamo assunto aemplicemente pei termini generali 
dei due elementi le espressioni zs=sa -ì-hu ^ t^srAi- Bu^ 
9nde evitare delle equazioni differenziali elevate, che Bon 
ostante riescono di rado lineari ,. potrà sostituirsi, salva la; 
stessa semplicità 9 zs^fu , tsss^qfwhCi essendo g^., C due 

co^ 
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costanti ^ eà fu una qualunque funzione di u. I due primi 

B 
▼alori ci danno infatti 9 per T eliminazione di u^tssz-^z ir 



-4-T-^-|;!, .oaria t=^qz -ir C i ohe è la medesima eq;ii9ftioj)e» 

fra z ^ t ohe ci vienov dai secondi ^ k quali racchiudono il 
caso generale della relazione di i.'' grado fra quegli ele- 
menti. 

$. 140. Prob. XIII. Data la curva BM ( fig. SkQ ). riferita 
alF asse AP ^ e presi l punti iK s9 di eM^ 9 9ei quali la 
tangente dell' angolo 9 che fa la tangeijtfte della curva coU 
Y asse 9 abbia per termine generale 6 s=/it ; trovare un^ altra 
curva CS tale, che riferita alla data BM per mezzo delle 
applicate normali MN ^ i punti N di quelU CQVri^poaudenti 
agli indicati M della data rendano la tangente deir angolo 
formato dalla tangente la curva coli' asse AP ^ espressa dal 
termine generico r ^^ qfu -tr C* 

Siano x,y le coordinate ortogonali AP 9 PM della data; 
t:9 «9 I0 simili AR^ RN della^ cercata; e sia l'applicata nor*» 



dy 



d» 



maìe M^^^.z. Avrea» ««(-gj-), r«:(-^), e l'equa- 
zione r;=sgft + Cj opperò considerando tutto in funzione 
di X essa diviene 



r±A 



^(^)(^) + ^(dx/' 



dt\ 



Ora condotta la parallela MS ali* asse , e fatto 1* arco 



BM^s , abbiamo. MS 
• quindi 



' i~4x) • Cè) ' •^^-= * = V-S 



./ÌL). 



ao 
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(b) t:=^X-z{^):(^), (e) «=:j,r + ^:(_). 

■ • 

Differenzia udo queste equazioni (b), (e), é sostituiti i va- 
"dx/ » vdx"/ °® equazione (a) , otterremo , oa- 
servando che (^-^j \q^) ^ (j^j {^^^J , 

t0-.)(^)-c](^)'-[(.-,)(^)-c](^>. 

della data curva 

W [(-«)(^)-c](-É-)(« + -) + 

Questa equazione dliSereiìzìale del prim'^ ordine divisa pe/ 

(dz \ 
'j^J 9 e paragonata colla formula generale 

(dz \ ' 
"j— ) — fljs = X 5 ci darà il valore della funzione z -^sa^ 

ef^^^rA+fe-f^^'Xdx']^ siccome 6 noto. 

Trovato il valore ài z ^ potrà ottenersi V equazione della 
curva cercata fra «et, sostituendolo nelle loro espressioni 
(b) , (e) ; indi eliminando per mezzo di esse « dell* equa- 
zione della data curva la asoissa x. Vediamo alcune con- 
seguenze di questo problema. 
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Se r=s«, cioè «e le faftgeirti delle Une CBiTe dovranno 
essere parallele , sarà g « i , C «f. p ; laonde V equuzioRft (A> 

diviene JR(-^)' (^) =:^o , la quale dà , o B = o , ovvero 
/^)^o, ovtero (■^) = o; e le prime due supposizioni 

I t 

costante ; epperciò le due curve saranno eqttìdistanptf. 

Reciprocamente se sarà z = e , costante ; l'equazione (A> 

diverrà |0-g)(;^) " ^ | (-^)(il + e) = • , 
che «i verificherà in qtteste tre ipotesi: 
... (^) = «, ... (.-,)(^)-C=o. S.- R + o = c. 

La iv« dà s Costante , ed è assurda , come mostra il cal- 
colo stesso, dando una retta immaginaria dell' equasione 

Ia a.» ipotesi si può verificare; in due raaaiere -^ o indi- 
pendentemente dalla data curva , se sarà 9 s= i , C t=: o ; 
ossia se saia r««fr, cioè se le tangenti corrispondenti delle 
dcie ciujve sarantM> parallele : il che forma il caa^ reciproca 

generale, O facendo (^) t=^ — , cìoé / = — + S. Po- 

tto =«, si ha allora per la curva data una retta dell* e- 

quazione y=:»x-jrB ,. e ? equazione fra »,t. risulta »== 
*« + j5 + cV(i-t'«'>jla quale esprime una ietta fa ralle]* 
alla distanza e dalla data^ 
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FìnalAìetite «ella 3.* ipòtesi »Hia JRr= — c^ cioè il Mg-— 
grò Oficnlatore della dalla curva costante ; oad' essa non potrà, 
essere che una circonferenza di raggio e , e la curva cer^ 
caia 9 come è chiaro, si riduce ad un punto, ossìa al ceti-* 
tro della circonferenza stessa. Abbiamo infatti , posto il va- 

^dx) "^ ^ \dò^) ' ^^*** quale , fatto 

(dy \ cdp 
--1— issB», MÌ ottiene dx=z j, ed integrando a; — A=s: 
dxJ ^ (i+pT 

,. jT ap e cavando il valore di |»,dy=:(«~i^)4x:v/tc*~(x--^)']; 

equazione differenziale del circolo di raggio e , la di cui 
equazione finita è (/— 5)' + (x— -<^)* s=sc' . Sòdtituende ora ; 

nelle espressioni (b) , (e) delle coordinate t , « i valori di ( 

(^)» ^* (^7) = — «-Viy-Ca^-^)']» e di «s= e (si assu- 
me il — e nel valore di {-i — ) per la condizione del raggio 
jR:±^ — e in opp08Ì'2iohe al senso di iss=c), nasce ts^A^ 

> 

Ma nello stesso caso di il ss — e, d dfelP equazione al cir- 
colo (y— 5)^ + (x-^)^=c% rimontiamo air equazione (A) 
per la determinazione di z. Queir equazione sarà 

(dz\ M 
■^y — — «=5 — m^ rappresentando M il comune fattore 

che vi si scorge. Ora colle debite sostituzioni si ha 
trovare T integrale fMdx^ 
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Per non immergerci in tm calcolo proliMO supponghìamo 

C = o* Avremo 

Questo talope di ^ -è una funzione dJ x , accetto il caso 
di ^ s= I 9 in cui 8i ha zs±s(jFf-M)c, cioè una costante qua« 
lunque. ( L^ arbitraria H rappresenta un ^numero* ) Quindi 
nel caso di Ct=s.o^ ^ssi^ ossia nellMpotesi di J^ ss A , vale 
a dire delle tangenti parallele 9 essendo la data curva una 

eirconferenza 9 la eerbata ne sarà una qualunque ccncen- 
trica. 

Pongansi i valori di ("^) 9 ("T") * ^ ^^ valore trovato 
in generale di z nelle espressioni (b) ^ {e) di t ^ w j e nascerà 

IT 

i^A ^(x-J)vi:c'-(i-9X«^-^)'] 

e quindi « —5 :* — urf::/ — 5: « — ^; eppcrò r;;^^ =* 

Sostituiscasi questo Talore di x -* ^ neir espressione qui sopra 
di t^ e risulterà Inequazione della cercata curva fra t^^^ 



/ 
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Sfi^a diviene quella dì un drooìo eoncentrleO' al propo^tcy 
per g = I 9 come sopra. 

Concluderemo adunque sulle curve parallele H principio „ 
che la condizione delle tangenti parallele ne trae seco 
quella delF equidistanza ; e reciprocamente. „ (i ) 
^ §. i4r. Prob. XIV. Nel piana vertìcsì^ EAB ( fig. ai ) 
discendendo un grave dalla comune origine A lungo la 
serie d'archi cicloidali AM^ AN ^ ec« aventi le basi nello; 
orizzontale AR , ed; i raggi de-"* cireoli genitori dati dal 
termine generale r=/a; cercasi la cu-rva EM tagliata 
dagli archi AM^ AN ^ ec. in- modo 9 che i tempi delle 
discese frino ad essa siano espressi dal termine ganerico 

X. Sianiy sulP asse vertieale AE ^.AQsssix ^ ]!lfQ:=y; e sia» 
l'arco cicloidale AM:=: s. La proprietà della cicloide M^V=^ 
JOF ci dà Tequazione y^Arc.&en*v.(x)^ragg.(r) — \/(arx — ac^}, 

. - ■--■-— — -^ — 

(1) Il soggeUo dèlie curve parallele è eoinpreso in altre ccmsiderazio- 
ni. Fra gli altri : Làa-Croix. Trait. de Cale. Diff. et InL Tom- i. p, 4^7, 
e per le superfìcie p. 4^8.' Espressamente ne tratta per le curve piane 
la bella Mem. anon. starap, in Pavia ( MDCGX£III. ). 

I contami de? poligoni paralleli non aoggiacciono' al teorema di 
sopra,. che nella parte reciproca. Possono in ciascuna coppia i lati com- 
binati successivamente , o- nò^ essere paralleli, senza aversi' Tequidu 
stanza in tutte le coppie. Ma data la equidistanza , i poligoni sono 
paralleli. Sarà facile* poi rioavare. daUo stesso problètaia i nsultati pe^ 
Ife curve semi-parallele^ di cui i latercoli combinati non sono nella à\^ 
pezione di una comune applicata normale 'NMQ ^ rapportando in vece 
fra Ibra i punti comspondenii M^j T su di uua applicata obbiiqpi»' 
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'~J~)=r — [3— .Ora dair «quazioiie del moto ^^=\J^j9 



^ cui la differenziale {j^) = .. ^^ .^ ; epperciò 



ossia e 5= f "-j -) : Q^j 5 considerando tutto in funzione di 
a: 5 nasce Q^x) '^ v"5~) ' "^ ^ ^^^ '"^ rappresenta la velocità 

• * ■ 

ziel senso della curva , acquistata in fin del tempo t , e 
corrispondente allo spazio s. W noto, che nel nostro caso^ 
é vs=s \/<igx , denominata g la gravità. Laonde , sostituiti i 

(ds -^ , / dt X r 
•-J— ) e dì V ^ sarà ( -j— ) «= f^-7 rr . Così. 
dx / ' \ ax -^ g(ara; — x^ ) ' 

intendendo al solito per x.^ y le coordinate comuni alle 

cicloidi ed alla curva cercata , le relazioni degli elementi 

r e t colle coordinate saranno espresse dalle due equazioni 

(— - — ] ;^e *.■■'»*' t — » féLvI/^ ' ■ ' • 

dx J \J{pxx—x^) ' J ^ gipjrx—X'') ' 

nella seconda delle quali dee considerarsi r costante rap-' 
porto air integrazione. Eseguita pertanto questa integrazio- 
ne , se vi si sostituisca il valore di r cavato dalla prima \ 

I \ /dy \*) 

cioè rese — tr ji + I • v.'d^y ( » avremo T espressione di t data 

solo per le coordinate, e mercè F equazione fra £ ed r , 
che ci viene dai termini generali fu^ Fu coir eliminazione 
di u, potrà ottenersi l'equazione differenziale della cercata 
curva. 

a. Ma queir integrale essendo trascendente , vuoisi ov- 
viare appunto a quella integrazione per non incorrere negli 
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inviluppi di espressioni sotto a flffgni trsscendentali ; il qcmle 
caso insieme a quello, in cui non possa aversi T espressione* 
finita dell' integrale 9 formano, come dissimo, la difficoltà 
àe^ problemi di questa sorta. 

A tale oggetto pongasi ts=:fPdXf e.ssendo P;±=f^-. 

Avremo , diiferenziando fPdx eonsidepato come uo risultato 

dt 
già ottenuto , con riguardare r funzione di x , -^ s=z. 

P + ("d"/ fir^J^^ ' giusta il teorema di Leibnizio per la 
dinerenziazione de curva in curvam. \^ iodica aj solito il 

diiferenziale totale di t , facendo variare a? ed r. ^ Fòbgbia- 
JDO più semplicemente 

e in luogo della relazione £sssgr-t*C dietro contemplata, 
assumiamo più generalmente T equazione Fu=^9(fu) ^ <>»sìa 
tsszR^. indicando R una qualunque funzione esplicita di r. 

dt / dr ^ 

Differenziando l'equazione *==/{, si ha '^^^^'{j^J^ 

. g dR \ 
•atto ^-^J^s5=;if\ Quindi si Ea P equazione fra « ed r 

dalla qoiìle fa d'uopo anopra elimina^re l'integrale 
to da Q. 
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A determinare il coefficiente Q svolto da segni integrali , 
occorre nel presente caso la. proprietà ,, che le curve ta- 
gliate essendo simili, la funzione tsszfPdx è omogenea. ,, 
Cosi 9 scrivendo T equazione (A), come vedesì, c2£ =£; Pdx 4- 
Qdr^ per la proprietà delle funzioni omogenee , se m signi- 
fichi il numero delle dimensioni di t, avremo necessaria- 
mente me at=: PiC + Qr. Pongasi qui il valore di t: r=: ii , e si 

^ mR--^Px 
avrà Q.=s . Sostituito pertanto questo valore di Q 

neir equazione (B) , ne nasce P[r — x ("p") } = 

(dr ^ 
"T^Jy e questa , ponendovi il valore di P , e 

quello di mszs — , potrà mettersi sotto la forma 

rdx — xdr i aflV — R 

(C) = — v/g 5- — drV(iirX'-x^). 



r* 



Attualmente per separare le variabili facciasi a;s:-r--, e si 

otterrà T equazione deparata 

/^ bdz I /^dr{<iRr—R) 

-p-_^ - i:*^«7 — -\ — ' 

cioè, dinotando con Z Parco che ha per seno terso z, e 
per raggio h , 

(D) Z «= ■-■ 6 V g /r * drisJCr — R) ; 

da cui dovrà ricavarsi dopo l' integrazione del secondo mem* 
bro il valore di r dato per Z. 
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Co3Ì nel caso di jR «= gr + C 8Ì ha R^=tq^ e Z =:■ 

b\/ g. , ; e quindi r ci è dato da una equazione del 
a.® grado , ed è 

Da questo valore dì r in funzione delia nuova variabile z 
8Ì ha subito la x espressa per z^ in virtù della posizione 

x = -r-. Rimane a trovarsi anche la y espressa per z. 

Ora, essendo Are. sen v. {x) rag^. (r) =^ f^^^^^^^^. = 

\/g.y/r.fPdx^^=it\/g.\/r^ posto il valore di t;=^qr + C^ To- 
quazione finita della cicloide ci dà 

(E) y=^\/g.(qr + C)\/r^V(arx—x^); 

rz r 

ovvero , ponendo il valore di x = ^ , /=(?'' + ^)\/6^ ~'ir ^ 

\/(ùbz — z^)i espressione, in cui va sostituito il valore tro- 
vato di r. 

Cerchiamo V equazione differenziale della curva fralle 
coordinate x , y. Prendasi V equazióne (E) , e differenzian- 
dola , nasce 
^3 i dr rdx-i-xdr xdx 

A questa si aggiunga la (G) noi caso attuale di Rss^qr-j-C^ 

e scritta come segue 

I i dr rdx — xdr 
^ = — Q\/ R.dr\/r C Vg. — 1 7? rvi 

e si otterrà 
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dy:=.ùq\/ Q.dryjr , ossia 

T.ày + dx y/{ arx •— x"* ) *=: aqx y/g. dr y/r. Mercè di questa equa- 
zione ^ e della (G) quivi aggiunta eliminando il dr ^ si ottiene 
(G) [xdy + dx \/(ara;— x^)] [ax \/r + (qr—C) \/g. v/(arx— x^)] =5 

^qy/g'i'^^dxi 
per mezzo dì cui, e della (E) non si avrà più che ad eli- 
minare la r. E' inutile , che effettuiamo questa eliminazio- 
ne assai laboriosa.' 

3. Il problema , di cui trattasi , contiene quello della 
Sincrona di Ciò. Bernulli. Questo secondo nascerà infatti 
dal caso contemplato di t=^qr + C^ ponendo g=:o. In tale 
supposizione il valore di r dato per z^ rimontando alPe- 

quazione Z = 6 v^ g • — --^ — , diviene r c=: —y^ — 9 e quindi 

nella stessa ipotesi i valori di x ^ y espressi' per z sono 

gC^ hz gC" b ^ 

oc=^ --^^^ y =:'-^-^^lZ — V(a.bz — z^y]. 

La costante C rappresenta un tempo. Sìa la verticale 

ah 
AE=zh^ e sia C =z y — ; vale a dire esprìma C il tempo 

S 

della dtscesa di . un grave per V altezza AE. I valori di 
r ^ X ^ y saranno 

{i)r=:— 2— , (a) x = rz— . (3) y^^lZ-x/{abz-z')']. 

Le due equazioni poi (E) , (G) divengono 
yc=i\/<ihr — \/(arx — x^.) , d[y = — dx\/{iir — x) : Vx ; 
e ci dannor equazione delia sincrona fra x, y, dx ^ dy^ 
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(4) —(h — x)dy —ydic = dx \/(;r* +/^ — hx)\'h : \/x. (*) 
Non ponesi nella (C) T altro fattore =0^9 perchè dandoci 
una relazione algebraica fra x ed r, ci significa ohe noa 
appartiene al noetro problema. 
. Se nella equazione (a) facciamo a:s5s=fe^ avreino Z^ 3«abz, 
cioè Are. seri v. (z) ragg. (b) = \/2bz ; e questa equazione , egua- 
gliandoci Tarco di un circolo alla corda sottesa ^ non potrà 
verificarsi , che per zttaà. Determinianio. il valore oorrispon- 

dente dell' ordinala y, e sarà y = — ^ — < 1 + K^i *" "^j( =«' 

.iliiz 1 z'^ I ^.i.t 

hi fe"''ir2fc^^'^"8fc^"^®^*\^^ "^^^ Quindi la sincrona 

taglia, l'asse verticale nel punto £; la qual cosa, ben- 
ché si pressenta, avea bisogno d'essere rigorosamente dimo- 
strata. 

4* Nella soluzione del presente problema generalmente 
preso il metodo tenuto ci fa giungere all' equazione (D) , 
d'onde conviene ritrovare il valore di r. Cosi non vedesi 
quella strada opportuna ad effettuare la soluzione analitica 
generale diel problema per t = l?. Ora daremo siffatta com- 
pleta soluzione assai semplice coir effettiva integrazione tra<> 
scendente della formula ^ 

fdxì/-7—^ — ^ == R : 
H che servirà di esempio rimarchevole 99 che non bisógna 



O Veggasì il Tom. 2. del Trait. di Cale. Diff. e lat. di Bossirt, 
pàg. 88. Si riconosceranno quivi le riflessioni e i cambiamenti del |>ro- 
blema, «b qui trattasi. 
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frascnrare il passaggio per queste integra7iioni , avanti l'uso 
della difFerenziazione e degli artiìizj per la determinazione 
deir integrale Q, ovvero degli altri che derivano dalle seguenti 
clìfFerenzìazìoni 9, e sui quali è riposta la ricerca delle equa-* 
zioni diiFereuziali chiamate da JSrmanuo ed Eulero modulari^ 
cioè che contengono le variazioni dei parametri, d'onde si 
risale alla costruzione del problema colle quadrature, o ret- 
tificazioni. Meni, di Leon. Eulero. { Comment. Acad. Petrop. 
Tom. VII., e IX-> 

Infatti , moltiplicando pel fattor costante \/gr , ei ha 

/► tdx ■ 
^ n = N/g. llVr. Il primo membro rappresenta Par- 
co , che ha per seno verso x , e per raggio r. Sari dunque , 

integrando e riducendo al raggio i , Arc.senv.\^ — j + ^ =? 

\/g. R\/r ; la costante arbitraria A potendo rappresentare 
una funzione di r. Ma discendendo il grave dall' orìgine 
A ^ è t e==: e , quando x «=: o ^ eppercìò anche quandp 

— j =: o. Quindi u4 =; o , ed Are. sen v. f "^1 =5 
y/g. — . Sarà pertanto xt=:r — r cos ^ R^—j , e dalla equa- 
zione della cicloide, y=irRy rseniRy — y : le quali 

formole espreBse per r sono anche più semplici, cosi in gene^ 
rale, delle (a) e (3) ( num. prec. ), espresse per una nuova 
variabile z , ottenute nel caso particolare della sincrona. 

Possiamo altresì ottenere generalmente T equazione dif- 
ferMiziale della curva fra x , /• Per questo , ponga3Ì 
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s 

R t/'— = jt> 5 e le qui trovate fbrmole diverranno 

X y 

(M) y— i= — co^p, (N) — p=^—'S€np. 

Quadrandole e sommandole; ìndi difFerenziando la prima», 
ed eliminando ti senp colia seconda : si ha 

Differenziando la (a) , e sommandola colla (b) , nasce- 

(o) Ì7)<7h(i-p)<i-)-'>. 

Sia dp==p^dr; le due equazioni (b)', (e), eseguite le diffe- 
renziazioni , divengono 

rdx — £x — r(y t— pr)] dr =: o^ 
rxdx — r(y — pr) dy — [x^ + y(y — pr )'] dr = o , 
dalle quali eliminato il dr , nasce 

Hxdx +{y'-'pr) dy"] [i — r(y —pr)p' ] — [rc^ ^/(/"P'')] ^^ = o- 
'Questa equazione 9 e la (a), non conterranno più la: r 
sotto aspetto trascendente , quando la p , ovvero la i2 , sarà 
una funzione algebraica di r ; e sì otterrà una equazione 
differenziale del prim' ordine colla eliminazione di r. In 
caso diverso si dovrà ancora eliminare la /? , e l'equazione 
differenziale cercata passerà agli ordini superiori. 

5^ Finalmente osserveremo a compimento del problema 
in quistione , che se in luogo di supporre il grave discen- 
dere per gli archi cicloidali ABI , AN y ec. dalla comune 
origine A^ si supporrà che scenda dai punti M' ^ iV% eci 
di essi, successivamente secondo una data legge, come per 
esemplo dai punti d'intersezione M'j /VS ec. di una data 
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curva AL con qìiegli archi; allora ancbe il semplice caso 

della sincrona , ossia di tss^Csrz^ — , condurrà per l'ap- 

S 

punto ad una funzione /? di r, ed alle equazioni (M)^ (N) 

(num, prec. ). 

Vr p rdx 
Presa infatti l'equazione del problema * =777/7/7 ir"^^ 

si ha , integrando , t = —;-■ Jrc. sen "^'{r^j + A. Sia x =^f(r) 
quando t=iO. Allora la costante A non ò nulla, ma divie* 

ry/r ff\ 

ne A =9 — •-jT' Are. sen v. ^ — ) ; epperciò t = 

-^XArc.senv.y—^ — Are. senv.y^j^ ; e posto il iralore del 

afe 
caso particolare della "sincrona, t:=iy — , si ha 

S 

(X \ ^h f f \ 

— y = y V Are. sen v. \~) • Laonde , fatta la 

funzione trascendente f^^^~^ + Arc.senv\^^ nascono le 

stesse equazioni (M), (N) sovraccennate. Cosi, se a cagion 
d'esempio saranno i punti di partenza itf', A^', ec. quelli 
d' intersezione di una parabola apolloniana AL , avente 
il vertice in ^ , e P asse AE ; eguagliando i valori dell' or- 
dinata nell'equazione della parabola, ed in quella della 

cicloide 5 avremo r Are. sen v. ( — j — \/(arx -r x') = \/mx , chia* 

mato m il parametro della parabola. E questa equazione ci 
determina la funzione / dì n 
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y 

Contihuazione delle Applicazioni al Problema Inversxy^ 

del Capitolo precedente. 

P, 
^ ^ asseremo ia questo Capitola ad alcune applicazioiu 

del Problema generale inverso , concernenti gli altri due 

rami, quello delle equazioni alle differenze, e quello delle 

equazioni alle dii£&renze miste. Neil ci estendevemo però 

gran fatto nelle medesime, e quanto ciascuu soggetto Ìo 

comporti ; e rimetteremo i nostri leggitori , come alla vera 

sede di codeste applicazioni , al Capitolo seguente, (i) 

S- 143. Prcò. XV. Cercasi la curva , nella quale èssendo 

il termine generale deir ascissa ors^s/u, il trapezio iscritto 

compreso traile ordinate successive /„ , /g^i ^ abbia per ter*- 

mine generico Fu'f 

Le equazioni saranno x=^fu ^ ò^xiy + — AyJ^^Fu? 

Dalla seconda si ha, ponendovi il valore di Ax=iùfuy 

i 

y + —^y:^Fiu:Afu^ ossia x»+i +>'»«== s^^^-A/**^? ^ raoltipli-, 

cando 



(i) t^ossiamo ancora rimandarli^ quanto al ramo delte equazioni all^ 
differenze , air ingegnosa Poligonometria del Sig. Magistriui. 
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cando per (— O'+S (— i)"+*y„+. — (— i)"y„=a(— i)*»+'jPu: A/i/. 

t a Fu f 

Quindi integrando, /„==(— i)-^jC—2^y.-(— 1)0 ; e il se- 
condo membro 9 fatte le operazioni indicate , è una fun- 

■ 

zione conosciuta* <pu di u. Cosi più non trattasi , per avere 
la equazione della curva fra x ^ y ^ che d^ eliminare, la u 
colle due equazioni x.=ifu ^ y z:^<^u. 

Sia per esempio fu^=^au ^ Futs^Ju; e risulterà /„== 

A X 

C( — i)*^"+rr(^^ — ^)- Pongasi per u il suo valore — ,ele- 

X 

q[uazione della curva cercata sarà y:=C(—i) -i ^ ij^ 

La arbitraria C viene determinata dipendentemente da 
un dato punto „ per cui debba passare la curva. Suppon- 
gasi r orìgine nel punto, ove la curva seghi Tasse, e dovrà 

A 
essere ad un tempo a:=:ò , j=o. Laonde sarà C«s: — , e 

V equazione della curva y 5=5 — j( — 1) ' + i ( ; ossia ^ 

rappresentando per ab la superficie A ^ y = 

— j( — i) i I [ : e tale curva gode della proprietà del 

problema , cioè che per la serie delle ascisse del termine 
generale a: = ai^, la serie de' trapezj rettilinei iscritti ha 
per termine generico Fu=iabu^ come si può verificare. 
Quindi, poiché il primo trapezio corrispondente ad us^o, 
u smi , ossia x=::o,xs=:a, è uullo , dovrà altresì esàer 
/ ss o per X ;=aB a ; il che infatti dimostra V equazione. 
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Se facciamo C«:o, Inequazione della curva diviene y^ss 

h éfhx \ 

— l I y 9 che rappresenta uoa retta segante V asse alla 

dStanza — dalV orìgine , e pa3saute sotto di esso per l'estre- 

b 

inìtà dell* ordinata — calata dall' origine. Cosi una retta 

accomuna con una curva trascendente la proprietà del 
problema. 

5* i44' ^^ Q^l proposto problema in luogo di eliminare 
la 0:9 si fosse primieramente eliminata la u , si sarebbe 

ottenuta T equazione y -^ — Ay = F(<pa:):Ax, indicando per 

<px il valore cbe ci viene per u dalla. risoluzione dell'equa- 
zione fu:=x. Tale equazione appartiene immediatamente 
alla curva cercata f ralle coordinate x^yi ma la sua in- 
tegrazione dipende da un sistema a dìiferenza variabile. 
Siffatto sistema vien dato dall'equazione del termine gene- 
rale dell'ascissa x=ifu^ e dall' inversa u=:cpx. Sarà infatti 
Aa; = /(u+i) — fus=f(i+<px) — x. Cosi, laddove il A nell'e- 

I 
quazione y H ùkyz=^Fu : ^fu , che 8Ì ottiene coli' elimina^ 

zione di X, appartiene al sistema della differenza costante 

eguale all'unità^ il A nell' equazione y H A/= -F(<p^): Ax, 

che si ottiene colla eliminazione di u , appartiene al siste^ 
ma della differenza variabile Aa;s=/(i-+-<px) — x. 

Generalmente osserveremo , che mentre nel ramo diffe* 
renziale giova, come sì è fatto , eliminare la u, ed ottener 



\du/\du^ J • \duJ 



ec. 
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tnbito l'equazione differenziale della curva fiaile coordi^ 

nate x , / ; quivi ali* opposto conviene eliminare la x , e 

passare, avanti d'ottenere T equazione della curva , per le 

equazioni di ttn poligono. , 

Prendiamo infatti più generalmente le due equazioni 

ma prima consideriamo le simili pel ramo di£Perenziala 

W chiaro, ch'eliminando la x, dovremo porre in luogo 
^* ^5 V'T"/ ^ \"5x^/ ' ^^' *" 9 = -Fu, le espressioni /u, 

e che ne otterremo in generale una equazione dello stess' or- 
bine di grado più elevato. 

Air incontro nel ramo delle differenze 1' eliminazione di 
«5=/w, Ax=:AjfiA, A^xssAy^, ec. nella <p=:Fu, ci por- 
terà ad una equazione alle differenze spettante al sistem» 
della differenza costante eguale all' unità , ed in conse- 
guenza più facile a risolversi , di quello che sarebbe l' e- 
quazioné che si otterrebbe colia eliminazione di u , sp^t* 
tante ad un sistema di differenza variabile. 

Che se si supporranno affatto in generale nel problema , 
di cui abbia a trattarsi, due elementi secondar] z^t^ e 
quattro equazioni della forma II. , o della forma III. ( S* ^4 ) 9 
{A) , da cui può considerarsi dipendente il problema , ne " 
nascerà la stessa conseguenza di confronto tra il processo, 
che gioy 91 seguire pel ramo differenziale, e quello da -t^ 
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nersi pel raitio delle differenze : cioè cbe 9, pel primo con» 

viene eliminare la u, e passare immediatamente all'equa^ 
2Ìone di/Terenziaie della curva fra x , 7 ; pel secondo con- 
viene scacciare la x, e passar prima di giungere alla curva 
per le equazioni di nn poligono. 9^ Il criterio poi di con- 
tinuità o discontinuità delle funzioni , dato al 5* ^7 9 ser- 
virà a farci riconoscere , quando dalle equazioni di uu po- 
ligono sarà possibile il passagio ad una curva. 

5. 145. Pfob. XVI. Dimandasi la curva , nella quale preso 
il termine generale deir ascissa xsnfu,^ il lato del poligono 
iscritto 9 corrispondente ad a:„, aCu+19 ^^^ eguale ad Fui 

avremo le due equazioni x =^ fu ^ y/(^ + ^jr ) = Fu. 
Sarà dunque Ay = V(F" — A/') , ed / == 2 \/(Ì'^ — A/") + C ; 
indicando F^fìe due funzioni Fu^fu^ e C la costante 
arbitraria* 

Sia per esempio f:=iJ(u^ — au-hJfc), ove k dinoti uo nur 
mero arbitrario; F=^\/(8a*+a). Nascerà ys= -4 S(aw+i)+ C 
CS5 ^u^ + C 9 e Tequazione della curva (y-^x + kA — C )* a= 
4(y — 0)9 che appartiene alla parabola conica. Questa ta- 
glierà l'asse delle x alle distanze dall' orìgine 9 risultanti 
dalla formula x=ikA — CdhaV — C; e quello delle yr alle 
distanze espresse dalla formula jk = C— ^fc-^ -h a dba v^(i — kJ). 
Laonde 9 affinchè il problema sia possibile , converrà pren- 

I 
dere C negativa 9 e bisognerà che sia ^. < -jt . 

m 

S* 146. Proponghiamoci un problema 9 nel quale entrami» 
gli elementi in quistìone siano secondar] 9 e iti lac^o di 
assumerne i termini generali dati immediatamente in fnn-^ 
jfkme esplicita di u, consideriamo anche data qualche re-^ 



lazione loro con altri cogniti elemétiti elei rfitema ; sicché 
ne dipenda la cleterminazioDe di que' termini generali. 

S- 147. Prob. XVII. Trovare la curva LM ( fig. aa) tale, 
che la parte Aq dell' s^sse , intercetta tra V origine ^ e la 
secante MNq ( o ^ eh' è lo stesso ^ tra V origine e la mnq , 
che passa pei punti di mezzo m^n delle ordinate successi- 
ve 31P , NQ ) , essendo espressa dal termine generale fu , 
il triangolo Àmq eguali il triangolo MPQ. 

Le equazioni del problema saranno y^x : Ay — x s= /u ^ 
yAx : Ay — x s=^ sl^x ; onde fa d* uopo trovare x ^ y in fun^ 
zione di u. Cosi quivi abbiam subito aùrss/»^ ed xss: 

La seconda equazione y^x — x^y^nàxàiy diviene, po^ 
nendo il. valore di x e di Ax, yfu — ^ylS,f(u-]- i)-f-/u+Cj 

« 

isssio ; e sostituendo il valore di ùyss-y^^ — y^, essa diventa 

£?i-2/(u+i)+a/i* 
r»+.— Ci-2/(u+i)-t-/ u A''^^' ^^ quale, presi i logaritmi 

e integrando, dà/sss^e oC-+-2/«-f-a/ù. essendo e la base 
de* logaritmi naturali , ed ^ la nuova costante arbitraria. 
A cagion d'esempio sia fus=*au, e latto Ceso, sarà 

/ \ -, . tt+5 - 

o(u-^i)u 2/ogr— -5- u+5 

3r.«= 7 , yu—'^e «+^ . Ora 2Zog^^q:3 "^ 

u-h4.u+3.u-ha 3 , (u+4)(a+3) 

^^ u+a.u+i.....i '^^S i • ^"^^ ^' 

^u+4Xwi-3) 
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Eliminando adesso la u 9 abbiamo 

— = u'* — u, --|- = u'' + 7U'+iai; 
e sottraendo la 1/ dalla i&.^ di queste eg^uazioni 9 nasce 

i6x ( y ^\^ 4y ^^ 

— , ossia V^ — — ; ="Z"^ V"^'*^' equazione alla pa- 

t 

rabula apollonìana. Determiniamone la posizione e gran-* 
dezza. 

A tal fine ricorriamo alle formolo della permutazione 
delle coordinate; e chiamate « , jJ le coordinate AC ^ BC 
{%• a3) della nuova origine B; e p T angolo che fa il 
nuovo asse BD col primo AD: sia JPs=sx^^ MP = y^ 
BQ^t^ 3IQ=zz. Sarà CD:=ficotp, BD = fi:senp^ DQ = 
fi : senp — t , DI=s(fi : senp — t) : cosp , IQ z=zfi : cosp — *• tangp^ 
Pl—ytangp^ MI=zy:cosp. Ora x:ssAC + CD—DI — PI^ 
z s= MJ + JQ. Sostituiti i trovati valori , nasce 
x = « + t : cosp — (6 + y)tangp , & + y — : t ^er^p + zcosp ; 
e quindi 

x=^t€osp — zsenp + « , y:=^tsenp + zcosp — jJ. 

Questi valóri di x^y sostituiti neir equazione y^ =:mx 
della parabola riferita all'asse primario ^D ed al vertice 
A , ci daranno la di lei equazione generale rispetto all' asse 
qualunque BD ed all' origine B. Tale equazione Bara per- 
tanto 

^.^ff^^^j.y^ ^^'^'P-^^^np ^ ^ afisenp+mco sp^ ^ ^m-fi^ 



cos^p * ' cos'IP V cos'IP 
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Paragonata quedta colla trovata ^ cioè 

(ù»A va 3aJ^ ^ ^ 

si hanno, le equazioni 



3.* a(J5cnjp+TOco5p= cos 

4,* « m — f * = — SoA'^cos^p ; 



x.» tangp^ — -^ 

ja.* !hficosp-^msenp=ii6Aco$^p 
le quali ci determinano i tre elementi di posizione p, «, p 
della parabola ricercata, rapporto all'asse AP ( fig* ^^)9. 
cui vien essa riferita , ed il parametro m. 
Ber le prime tre equazioni infatti risulta 

^ = &A cos p(^cos^p — i), ms=— 3a/i senp cos^p ; 
epperò la 4** ^^ ^=^8Asenpeos^p — AiQsenp. 
Sostituiti in queste formole i valori di 
senp=^ — s^A:V(a''+^A'')^ cos p ^ a : V(a'' + /^A"") 
dati dalia i.^ equazione , esse divengono 

e la parabola di questi valori, e il cui asse principale fa 

coir asse AP V angolo p di tangente =5 , godrà della 

^proprietà del problema. 

S* 148. Veniamo al ramo delle differenze miste. 

Prob. XVIII. Cercasi la curva LM ( fig. ^4 ) , nelk 
quale posto il termine generale dell' ascissa x =i fu ^ la 
parte MS di tangente , intercetta fralle due consecutive 
ordinate 9 sia eguale ad Fu. 



17* 

Avremo x^fu^ ^^Vi ' + \dx^ ) ~ ^"" 

Sia u = (|)a: il valoro di u, che ci viene dalla rìsolu-^ 
zione delJ^ equazione /usar, ed eliminata la w , nascerà 
r equazione differenziale della richiesta curva 

Se nella 2à,' equazione del problema consideriamo x^y 

(dx ^ 
'duJ P^^ mezzo della 

,.. ,=>, .i otterrà (B) (^) = (^)K|(^) -, | , 

dalla quale potrà aversi anche y espressa per u. Kimarrà 
in. seguito in questa seconda maniera ad eseguirsi V elimi* 
nazione di u con due equazioni ordinarie algebraiche , o 
trascendenti ; onde passare alP equazione finita della curva 
fra X , /. I casi particolari presenteranno la maggiore op- 
portunità deir uno , o deir altro modo. 

L'equazione (B) offre le due seguenti considerazioni. 

i."^ Se il rapporto Fu^^fu sarà costante sszAia^ avremo 

xdu) *°^ \d^) ^ ^^^^ ^ curva sarà una retta 



deir equazione y =: x + C. 

a.» Sia Fu : ùfui=rz(J + Bu) ib; V equasioae (B) diverrà 

i%) -= (■^{')v^C(^ + ^^)''^'-^3» «^« il radicale potrà 

ridursi alla razionalità. Cosi , se il termine generale fu sarà 

razio- 
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razionale , V espressione di (^). potrà ridursi interamente 
razionale , cpperciò integrabile in tèrmini finiti. 

Per esempio pongasi /u = a -»- 6w , e sarà \^i^y == 
VC(^ + ^w)' — 2»»3. Fatto ^ -f- jBa ssi •» nasce dy = 

•^-^«^(w'— '6') , il cui integrale è 

r = — H5 ^ ^""^ ". b" - + ^ = 

(A-\-Bu)\/[{A+Buy—b^-\ b^ ^ A+Bu+y/liJi-Buy'-Jb^J 

^ IB IB ^^^ C ' 

permutando la forma della costante arbitraria. Posto qui 
il valore di u=i(x — a):^, si ottiene F equazióne della 
curva fralle coordinate x ^ y ^ relativamente alle quali sa- 
ranno adempite le condizioni del problema , vale a dire „ 
che prese le ascisse x in progressione aritmetica , le por- 
zioni delle tangenti ìntercette fralle ordinate consecutive 
y saranno pure in aritmetica progressione. „ E tale curva 
trascendente non potrà aver comune con alcuna retta sif- 
fatta proprietà; poiché, se nella i.' ipotesi di Fu:àfu 
:= ^ : a facciamo fu = a + bu^ nasce Fu sssz Ab :a ^ cio^ 
costante ; o viceversa , posto Fu =i A + Bu , nasce fu ==: 

^2Fu=C + (a — ^;u + ^u^: il che d'altronde è di 

•na indole manifeato. 

5* i49« ^ proposto problema ^ come si è veduto , dipende 
subito da una equazione differenziale fra y ed x, o fra y 
ed u • Lo stesso accadrà generalmente ^ se in luogo del 
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<valore esplicito xsszfu^ si avrà un'equazione qualsivoglia 
fra x ed u , appartenente a qualunque ramo ; e che la 
Di^ equazione del problema fra / , x , ed u , non sia cho 
un^ equazione differenziale rispetto ali* y ; come se per 
esempio le due equazioni del problema fossero 

9(x , Aa: , A^oc , ec. u ) s=5 o 

*(^'(dx")' (dx^)' ®^^9 ^9 ^^' ^""^^ ec. u j = o. 
Similmente la cercata curva dipenderà da un' equazione 
differenziale, allorquando" le due equazioni del problema 
avranno la forma 

5P(r , Aj^ 5 A^y , ec. u ) := o 

^^'(w)^ (d^)^ ^^- ^r.A>, ec. x,i^) = o. 
Considerando di fatti allora viceversa x funzione di / , e 

ponendo perciò nella t — o in luogo di {jJ^J x'^^)^ 



ec. 



dx 



le formolo della trasformazione de-differenziali i-f"^^) 



d^x 



dx\s 



(o X V y- ax \ 3 
jya J : v"57"/ .5 e^* 9 quella equazione si cangerà in un' 

altra della forma 



f fdx^ f d^x X 



ày , ^y 



e questa colla prima (p ss o ricadono nel precedente caso. 
Ponghiamo due problemi relativi a questi due casi ge- 
nerali. 

S. I So. Prób. IX, Trovai-e la curva M M'M" ec. ( fig. a4 ) 
taie , che preso costaste ed ^ a 1* intervallo PPl fraile 
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ordinate alternative , V intercetta NR fra U tangente e la 

parallela air asse, suir applicata intermedia P'M'^ eguagli 
la precedente ordinata PM. 

Lre equazioni saranno Ax' + Ao: = a , ^^\^) — / ~ ^• 

ta prima diviene con una integrazione x^^ + x^^^zau+A}, e 
nuovamente integrata, avremo la forma ( S* i3 Gas. si.) %u^^=^ 
A' 'f'A"u + B^'', essendo ««= — i. Sostituendo la prima parte 

A'+J^u deir integrale nell* equazione, si ha A"s=^~a, 

— ^ 

A'e=z — (a a): ed Xu = A + —au + jyy ^-^♦^ 

ava/ a ^ 

la costante arbitraria A, 

Xia seconda equazione del problema diviene , riguardando 

X , / funzioni di u , (-t— )— )("T^) • ^^« Jj>^«=^ 5 ^^^^ 5 posto 

il valore del coefficiente di y„ e ritenuto « per — i ^ 
dy ^ a+s^Bj^^l^^ 

presentando per M il coefficiente. 

I /»d5« / 1 I \ 
Ora , fatto «"=: w , si avrà fMdu =s -7^ / — (^ h y- 1 X 



du) a-ABc^^ Xu^^i il cui integrale è /««Ce/^^s rap- 






C?e«:[a-4B(-i)«j 



a ' /— I 



Questo valore ài y^ è immaginario* Si ha infatti dairele^ 
gante proporziono di Giovanni BernuUi ixnwy/ — 1;2— i^ e 
l — i==s;r\/ — I, n essendo la Bemiperiferia di raggio i* Pm 
generalmente dal Teorema Euleriano assumiamo l — i =: 
(^3Lk+i)n\/ — I, indicando k un numero intero; e sarà 

y^ » Ce»: [a— 4B(—i )-]'""<'*+ '^"^ , espressione riducibile alla 
nota forma P + Q\/— i degli immaginarj. 

Il proposto problema pertanto è impossìbile in tutta la 
sua generalità ^ ritenendo cioè le tre costanti A ^ B ^C ar- 
bitrarie ne* valori trovati di x^^y^. Ma se suppongasi B 
s= o , avremo una soluzione reale per que"* valori , che di- 
verranno a:« == -4 + — OU' , 7„ =s Ce" , permutando la forma 
deir arbitraria C. L* e<juazione della curva , che soddisfa 

al problema , sarà dunque /=:Ce "* , la quale appartiene 
ad una logaritmica. Le due costanti A ^C ^ si determine- 
ranno mercè le coordinate di due dati punti, pei quali 
debba passare la curva. 

%. i5i. Froh. XX. Cercasi la curva MM'M^ ec. (fig- ^4) 
tale, che nella serie delie ordinate le alternative PM ^ 
Pm^'; P'M\ P"'M"'', ec. sieno eguali; e che guidate -dai 
punti M, M\ ec. le parallele alle tangenti MN ^ ifefW, 
ec. , le porzioni Rh^ R'h\ ec. delle parallele air asse egua- 
glino una retta data a. 

Avremo /" = /, (-^) —. ^ ^ j^ prima espresaa per le 
4ijSereDze di / , cioè ^y + aAy a; o , dà Ay + ay s= C i ossia 
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>^a-f.i+ytt===^t> ed /«=C + C'(— i)"j come tosto appare dalla 
forma /„+»-— /tt=o. 

Kelia seconda equazione si consideri viceversa x funzione 

di 7 5 e sarà ("j— ) == t- ; equazione puramente difFeren- 

MÌale , sostituendovi il valore di A/ dato per y. A tal fine 
dal valore trovato di y sì ha Ay;^— aC'(— i)", «d elimi* 
«landò il ( — i)", Ayss; — a(/ — C). Cosi la seconda equazio- 
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ài y=^C + Je "^ . Le costanti ^ e C si determinano come 
nel problema precedente. 

'dv) ^^ Ay ^^ ^consideri- 



no a; 



fdx\ /^y\ 

,y funzioni di u , si avrà (."SJT; ~ ^ V diT/ ' ^^" "* 
— — Z( — i) , sostituendo al secondo membro il suo valore 

dato in u. Laonde, integrando, x«= — /(t-i)+J?. Questa 

espressione ci fa vedere , che può essere reale, o immagi- 
nario il valore di rr^, e per conseguenza tale la successione 
de' termini del paligono : giacché, permutando la costante 

a B 

arbitraria, si ha a?,=sj — log / ,\m > ^^® ^ secondo membro 

può prendere una forma reale, secondo che u sarà pari, o 
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dispari. Si ha poi di qui (~j)''?=ij?e V, e nuovamente 1'^^ 
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quazione della curva y = C + BC 'e ':==:C + Ae ', con- 
traendosi in una sola le due arbitrarie B , C'\ Cosi una tal 
curva a differenza del poligono ha sempre un* esistenza rea- 
"le. Si vede ch'essa è una logaritmica. 

5. iSa. Per opposto ai due casi generali contemplati al 
$• 149 9 potremmo considerare quello, in cui la seconda 
equazione del problema si riducesse ad una equazione alle 
differenze colla sostituzione del valore di x , o di u , dato 

■ 

dalla prima; vale a dire quello, in cui le due equazioni 
del problema fossero per cagion d^ esempio 

Ma il caso , che x venga dat^ da una equazione diffe- 
renziale 9 = 0., rapporto ad i^ , non si presenta cosi spon- 
taneamente neir analisi geometrica delle curve , siccome i 
contemplati di un' equazione 9 =: o alle differenze. Tutta- 
via a vederne la reale contingenza , non si ha che a con- 
siderare r equazione differenziale 99=0, come appartenente 
ad una curva MM^ ec. (fig, ix) fralle coordinate ^Qc=sm, 
Q3I='X sull'asse AQ normale al dato jrfP; indi per l'e- 
quazione alle differenze ^{/s=o tra / ed i^, o tra / ed rr , 
considerare il poligono, o la curva cercata RK assegnata 
dalla relazione fralle ordinate RPs=y ^ MP sszu delle dae 
curve , o fralle coordinate RP {y ) , JP {x) alP asse JP 
della cercata. 
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5. i53. Passiamo a qualche problema conducente alle equa- 
zioni chiamate alle differenze successive* (i) 

Prób. XXL Supposta la serie di ascisse AP^AP\AP% 
ec. sino alla (n+i).®*, cioè x ^x\x'\ . . . . x^''^ ^ e delle or- 
dinate y^y\y^\ • . . •y^'^^j e preso costante T intervallo delle 
estreme x^^*^ — r»=:a; dimandasi la curva, nella quale la 
somma di tutti i trapezj circoscrìtti MP^^ M'P"^ ec, com- 
presi in quell'intervallo, sia costante ed =&. 

Denominando Zjc il trapezio MPP'N^ sarà x = 

\y + — ^^("J")!^^» ® P^^ '® condizioni del problema. 

Queste equazioni sonò a differenza variabile; ma inteso 
x„ il termine generale della serie delle ascisse, e conside- 
rando tutto in funzione di u , esse cangiansi subito nelle 
seguenti a differenza costante = i , oc^^,» — x„ =3 a , Sjj^^ — Sjsr^ 
==6; e prese le differenze, ^a;^„ — Axa=:o, jz;„^„ — z^s=io: 

onde , intesa per comodo con S^A^") la quantità A^otJ^ -f- 
A"ci'^ +....+ ^(«-*) «(«-»)% marcando le A accentate delle 
costanti arbitrarie, e le « le radici deir equazione pura 
«" — 1 = 0, diverse dalP unità , avremo 

a au / A^ V 



«»' 



b ^ ^ hu / C«» \ 



(0 Biot. Mem. presemata all'Istit. di Francia* 



n 
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Ne' valori poi di àxu^ e di jz:„^ il primo termine costante è 
determinato in modo da soddisfare alle dae equazioni pri^ 
xnitive del problema. Tutte le altre costanti sono arbitra- 
rie, e possono essere delle funaioni qualuikfue di seri^Li^u j 
cos QiTTu , indicando per ^ la semiperiferia di raggio- i. 

. Ora dalla formola di sopra dell' elemento z^, consideran*- 
do tutto in funzione di i^, otterremo l'equazione difieren* 
ziale del piim' ordine fra 7 ed li 

("da ) "^ ^("d^) • ^^'' \ y^' = ^^"C dD; "^^«^ ' ^' ^'^^ ^ *^°^^- 

cienti sono cogniti colla sostituzione de' ritrovati valori. Pa- 
ragonata questa alla forma generale \Jrrji — Py = ^ 9 il cui 

integrale è 7 = e^''^''[ jB +/c""/^''''" Udu^^ avremo 

^ ' /dx\ la ^^M'^duLciyi l« ^ . f 

AdX\ —a 



a 






supponendo le arbitrarie j^ costanti* 

I valori di .r„ e di 7„, è facile vedere che sono imma- 
ginar], ritenendo le altre radici «',«",00. diverse dall'uni- 
tà positiva. 

i."" Sia n dìspari. Per avere una eoluzione reale del pro- 
blema , non si dovranno prendere che i valori 



•«==^ + — "j r«« —+ Be-'^i 



neir ì- 
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neìV ipotesi delle arbitrarie C pnre costanti. Eliminando la 

u , nasce V equazione della curva trzrZTK «* e * . 



a,*" Sia n pari; e ritenendo dell* equazione «"r^ i =ato an- 
che l'altra radice reale a'9=si~*x ne' valori di sopra 9 sarà 

a • • • »- 
neW ipotesi delle A e C costanti , fatto r + ^ = q ^ 

Yedesi che V espressione di jr„ è immaginaria 9 essendo 
reali le arbitrarie A' ^ C\ come richiede la realtà del jpro* 
blema. La presenza di l — i restando ancora col supporre 
separatamente -4' = o 9 C=so , il problema rinuiné impos- 
sibile altresì in queste ipotesi. Se facciamo insieme ^'sso, 

C'so, na&ce allora la soluzione reale 9^ che si è veduta 
nel caso di n dìspari ^ quindi questa sarà comune ai due 
casi. 

Ma anche quello di n pari ha delle reali soluzioni pro- 
prie. Suppongo infatti C'sso^assc; e sarà 

e lichiamando il teor-ema d^Bulera log — i s=s(aA^ + ^)Jrv/.—I 
($. iSo), sarà q -^ isafl^j i ~ /^^^\jf [- laonde avremo 

a4 



1^ 

costante arbitraria B^ che non procede da alcuna formola 
precedente , dallo stato reale all' immaginario. 

Ora , quantunque questo valore di /„ sia sotto aspetto 
immaginario 9 tuttavia potremo conchiudere esser egli affat- 
to reale; mentre, se è vero che t'sssi, qualunque quan- 

..A — }^\ 

tità immaginaria 9 o reale sia z, avremo ( — i) ^ (»*-f«^y_ 

[(-i)7=:i'«i, fatto 2^==^(^-(^fc+^ opperò /„ « 

Cosi per n pari troviamo una soluzioue reale del pro- 
blema ne' due valori 

da cui 9 mediante V eliminazione di u , si ha V equazione 



(^) Appoggiato ai teoremi Euleriani : log i =: i ^An'v'-^i 9 log — i :=i 
±(2A-f-i)7r\/ — I, deduco i seguenti quattro canoni di uso importante 
nella presente Analisi. 

e posto w\/-i-i in vece di 1^5 

essendo a, w quantità assolutamente indeterminate (§• 1). Di qui nasco- 
no ancora le espressioni di (i)«+«V— i^ e di ( — i)«+c»V— «j e si vede 
che tutte sono funzioni infinitiformì di valori reali ^ o ìmmagipar}. 



» ±»i«gri»a*— Mt) 
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adla curva r = ~(^#-ap(— + 5e '"«"* ). Ma a vedo 

che mentre il ' poligono è reale 9 la curva è immagina- 
ria : il che presenta Y opposto accidente delP osservato al 

Se il valore di /„ si. ritiene sotto la forma 
j„«-27(— iF"j— -H Ber'*'(—ty ^ '— ^j , avremo, essendo 



6 



(— 1)'-«= I , ^.---^(— |i)^ _ + 5c-»«(— ly-'j. Ora, sviltap- 






pando (— i) ' 5 sì ha (—1) 

' + 7=7 ('-)+ 7(1=1) ('-»•+ Di (T=r) f^')' + ~- 

= I + aM -I (skuy i ofaw)^ + ec. =5 c»«. 

Adunque sarà ^„= -57 (— i)r'^r 1- J?) = -B(— 1)^« , permuf- 

tando la costante JB. L'equazione della curva diviene allora 
ciucila di un' iperi)ola fragli assintoti ,. a di una reltar: 

%. 154. Scelgo per un a.?* esempio il Prohtema delle Tra- 

jettorie reciproche , trattate dallo stesso Biot «ovracit. 9 e 
prima da Gio. Ber nulli, e da £ulero« (1) 



t^»" 



^mmimim^maÈ^mmum 



(e). La-Groix. Tom. 3s Gapiu 



Prob. XXII. Trovare la curva LMM' ( %. a5 ) tale , che 
facefh(k>la rotare intorno ài ponto C^ ^à airappKcata J8Ì3 
come asse 9 per dì&porla nella contraria 3Ìt«azione HXG ^ 
indi facendola scorrere parallelamente alla stessa £C ^ ven-r 
ga tagliata in tutte le posizioni dalia LMM* primitiva set* 
to angolo dato. . 

Noi dedurremo questo problema da quello generale delle 
Traiettorie i:agl]ate da una serie di date curve , secondo con- 
dizioni date. Esponghiamolo adunque come segue. 

I. Sia una data curva KM del T equazione f(x^y)sso. Sup« 
pongasi una serie di queste curve KM , HC , K'M' , ec. 
procedente dal far variare uno , o più de* suoi parametri ; 
e cerchisi la curva LMM\ la quale le taglj in modo, che 

tina funzione, per esempio 4^f ^ , / , y^^dx/)^ "* costante. 

Applicando il ragionamento ad un solo parametro/?, se | 

sarà dato il termine generale di p o p^, sostituito desso i 

nell* equazione della curva /(» ^ / , jp) = o ,. risulterà y fun- 
zione di x e di u. Cosi, finché si starà ad un medesimo 1 
talore di u, T ordinata / apparterrà ad una medesima di 
quella determinata serie di curve. Passando ai diversi va- 
lori di u , si passerà ad un termine al? altro di quella stes* ^ 
sa serie di curve. 1 

Ora, se saranno date le sóle equazioni Pu^=^ Fu ^ f(oif ^ y ^ p^) 
tt= e ; restando y funzione di x; e di u , ed x indeterminata ; 
non sarà assegnata «alcuna legge di punti sa quella deter- 
minata serie di curve, né si avrà pertanto alcun poligono 
determinato , avente i suoi termini su quelle. Affine di aver- 
lo , converrà che sia data altrasi bna serie de^ Talori di ^ ss. 
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Se consideriamo .dunque dato anche per x fin termine gene- 
tale ar„ =5 <pw 9 V equazione della " curva /(aJ,y,p)=:o, o 
/(<pu., y„5 -FHr)c= o, ci darà eziandio per / un tèrmine gè* 
nerale /» = ^i^u. Si ha alloca un poligono delie equazìoìii 
y„-=:^|/a , Xtt=<pu ; e quindi in generale una curva, la quale 
soddisfa a qualche condizione relativamente alle date. Cod 
r equazione f(x^y ^p)=zo^ o f(Xu^ Yu^ pu)'=='^ 9 e quelle 
de* termini generali /j„=: Fu , x^=:9U5 conducono 9 median- 
te r eliminazione di u , a questa curva* 

* Ma in luogo di considerare immediatamente dati in fun- 
zione esplicita i due termini generici p^sssFu^ x^ss^u, è 
evidente che la cosa si ridurrà allo stesso in ultima ana- 
lisi , supponendoli anticipatamente dipendere da due dat^ 
equazioni , o condizioni del problema. 

Ciò posto 9 venendo all' enunciato di sopra del problema 
delle Trajettorie, dopo l'equazione delle tagliate /(tr 9/, jp) 
=BiO, nou abbiamo che data una sola equazione di condii 

zione q>(x^y^ ( d^) ^ ("5^) J — ^' ^^^ P^^ ^^ natura del 

problema dovendo pur considerarsi una serie di curve , 
dovremo riguardare p come un termine generale p^ di una 
serie indeterminata, vale a dire come una funzione inde- 
terminata di u. Ma la u dovendo essere eliminata per ave*^ 
re V equazione della cercata curva , consideriamo viceversa 
u funzione di x. Per tal modo p dovrà considerarsi una 
funzione di a: , / , ossia di x; Cosi la curva cercata verrà 
rappresentata dalla stessa equazione delle tagliate /(rr^y^p) 
9=09 nella quale p sia variabile; Differenziando dunque 
qoMta equazione* neir ipotesi' di p costante , indi in quelU 



^ali sostituiti^ colla y P^^^* eqnanone di condizione 

^( ^ ' ^ ' C"^) ' f dx") ) ^ ^ ' ^^ daranno una equazione 
differenziale fra x e py da cui verrà determinata lu fun- 
zione p di X. 

Per esempio se la cereata dovrà tagliare le date sotto» 
angolo costante , V equazione di condizione 

(A) Jng.tang. J ^^ (-^) \ + Ang.tcmg. J— i :(-5^)| = ^ V 

supponendo 9. come mostra U fig.*, cìie le tangenti delle 
tagliata siano dilette pec opposto senso rapporto ali' ori- 
gine* 

iì. Risolviamo attualmente il problema- delle trajettorie 
reciproche. Stando T equazione qui sopra (A) ,. non è data 
in tal caso l'equazione delle tagliate f(x^ y^p)s=^Oi ma è 
assegnata in vece una seconda equazione di condizione. Per 
trovarla 9 sia. AB = ch^^ BC=zb^ AP =:x ^ PM = y \ ed è 
chiaro 9 che disposta la curva. CML nella situazione con* 
trarla QNH^^^^ ^i f* -4P's=:x' ,- dovrà considerarsi la cur- 
va CNH giunta nella posiz'ione RM'K* passante pel punto 
d'intersezione MJ dell* applicata P^M' colla curva cerca- 
ta LM'y.e ciò 9 affinchè posto P^WV^=^f'y possano x\ y\ 
e considerarsi come le coordinate di una tagliata , e 
come Ifi auccesaive alle precedenti x y.y. della cercata.. 



Go8Ì una . tale condizione , in kioge deir eqnazione delle 
tagliate /( ^ ^ / 5 p ) =^ o , ci fornisce le due 

7^=7 + M'N , x' = aa — x ; ossia 

y^t —Ju — CR' , Xu+, + a;„ = aa • 

Laonde, se fosse data CR' in funzione di li., queste ^equa* 
zioni risolverebbero il problema. Ma quivi la funzione 
3T*N =zCR^ non essendo data, e dipendendo in vece da 
un* altra condizione del problema , la prima equazione 
y'=sy 4- M^JN nulla determina, e considerar si deve con- 
tenuta neir equazione di condizione (A) • Ora in quella 

'dx) rappresenta il differenziale (."5^/ apptur- 

(dy \ 
-^j lo stes- 
so differenziale appartenente ad una delle segate. Pertanto 

fdy\i 

ritenendo il \^^) appartenente al punto M' della cer- 

(CE V V 

/dy\ 

\dxO*^ ed essendo per condizione del problema l'angolo 

P'M'K^ air angolo P'NH.BSLvk (^,) =^ ("é)^ ^^ ^^^^ 



dosi inoltre per la rotazione T angolo P*NHz=:PML^ o 
(eh* è lo stesso), per F equazione x'ssAa — x, dx^ss^ — dx^ 

(dy\ f^y\ 

■^1 y == ~ \dx) • ^®^^^*^ ^® ^^® equazioni , che 

ci daranno la curva , saranno 



axx 



(A) Jrc. tang, ( i : (-£)^ + Jrc. tang. ( i : (^)) := 

(B) a:'-+;.r = aa;. indicando per ac l'angolo costante LM'K.^^ 
o LCH i e nelle- quali gli apici non dinotano più 9 ohe 
la successione di due termini nelle serie de' valori della 
trajettoria cercata. Esse si cangiano dunque , riguardanjdo 
tutto in funzione di u, nelle seguenti 

^«+1 + «« =i ac , ar«^^ + rr^ ==; aa.^ 

iatto Are. tang. [ i : ("^y J = ^ • Quindi avremo Xa = a 

C(— 1)**^ js„=c + C"(— i)'*; e però 5? =3C + -j^ (x—a). 

Le due arbitrarie C ^ C potendo essere d^lle funzioni di 

sensmu^ cosunu^ anche -7^ potrà considerarsi una fun- 
zione arbitraria 9( sen sunu ^ cos o^nu) ^ ossia una funzione 
U^ ài u ^ che non cangi dal porre u + 1 in luogo di Ue. 

Dunque per V eliminazione di ia dovrà -^ considerarsi una 

funzione <fx di x 9 che soddisfoccia a questa relazione <^sc=i 
<fx\ ossia 9x =s <p(aa — a?) , cioè una funzione di x— a tale che 
sia 9(a:— a)=9(a-.x). Laonde sarà Z;,s=c-h(K~a)9(x— a), 
e pertanto 



>^j^x £ i—tang e tang (x— <i)qp^ 

V da? ^ taTig[c+{o>^(f{x'-a)'\ tang e + tang (x— a)<p 

Posto il valore di tang e «s ^e/i a e : ( i + co^ a e ) , la frazione 
si decompone in due cosi: 
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(dyK cassie i ci— cote fang(x—a)<p a 

dx / seme sen a e) | -j. coi e tang(x — aVp S ' 



Sviluppando tang(x—a)(p^ nasce tang(x—a)q) = (x—a)\p, essen- 
do '^ funzione dì x, la quale non ca^ngia col porre aa — x 
in luogo di X. Quindi permutando di nuovo la funzione a?-. 

oitraria « sarà i -3 — ) »= • + ^— l vv r j % es* 

• \dxJ Senne seri a cV i — a (x— a) / ' 

sendo X una funzione che non cangi al porre ^aa — S9 in 

yecé di X ; ed integrando ^ 

I •»i+A'(x— a) 

y ss xco£ a e / :^v r «ì'p* 

-^ senficj 1 — Ji(x— a) 

Per esempio può farsi JSl=s:(x — ay''^ essendo n numero iii« 
tero , e si ha 

II /» dx i 

^ sen ne) J (x — a)»*i-» — i^ 

$• i55. Terminiamo il Capitolo con alcune applicazioni 

alle equazioni propriamente dette alle differenze miste. 

Proh. XXIII. Cercasi la curva MM'M" (fig. ^4) tale, 
che condotte le tangenti MN^ M^n agli estremi delle ordi- 
nate successive PM^ P'M' sino alP incontro co' loro prolun« 
gamenti, e le parallele all'asse MR^M'r^ abbiasi M'N^s* 
M'R=^nr. 

Le equazioni del problema saranno 

aalle quali nasce (^) « a(-^^)' , ossia, posto ("^)«p., 

p„ ^ ^»f 1 9 ^* cui /), ss <7a~" , essendo C una costante ar- 

a5 
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bitraria. Quindi si avrà HIÈt)"^ \^)» ^ ^^^^* '•* ^T^** 

zìone del problema , sostituendo il valore di {^JZ'J ^^ fun- 
zione di u, C^Xb = a'H-iAy^. Queste due ultime equazioni 
ci danno 

^'^^) = »■+• <-^) + »■+• Ar. to« « s 

-j— ì =s <i^yJog a. Questa equazione è alle diflFe- 

renze miste. Pongasi y^s^Cfi" ^ ed avremo jJ data dall'equa- 
zione trascendente lfis=a(fi — i)ia , ovvero 4^ = 4^« Laonde 

sarà 4.«^ i=:ajJia+ — (ajJZfl)* + -^(ajJZa)^+ec., e po- 



trà assumersi per una prima approssimazione P^ ^ _i \ ^ 
Per avere anche ar^^ , prendasi una delle due equazioni sopra 



aC'()J-i) 



ricavate 9 e sarà per esempio dalla a.' x«= q 2a"j5" = 

Cof'fi''. Eliminando adesso la u coi trovati valori di x^^y^^ 

si ha (^-^) = \^-^) , ossia (^-^j = [^) ; e 

pertanto /»P— -i = Ax^^^ sarà T equazione della richiesta 
curva 9 indicando A una costante arbitraria. 

S. i56. Pro6. XXIV. Determinare la curva iM(fig. a6), 
nella quale condotta la tangente ilfiV, e la corda MM' fra. 
due ordinate consecutive PM^ P'M'i i."" il triangolo MJifN 
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stia al trapezio MPP^M' nel rapporto costante eli a : i ; a.' 
r area P31M'P' della curva rtia al rettangolo MPP'R nel 
rapporto costante di 6: i< 
Avremo le equazioni 

Aaf (-^) — Ay a- a(ay + ày) , Afydx = hyàx , 
le quali divengono , considerando x ed y funzioni di u ^ 

FoDgasi oc^^^AW^ yu=^Bn^ ^ èssenilo m^n duo costanti 
da determinare. Sostituendo qaesti vaioli » nasceranno le 
due equazioni trascendenti 

ovvero, sviluppando e divìdendo pei fattori comuni, 
<i) (n~j)ji ^ + '-5 ec. 

(^) ^ r""*"~3 ec. = òji ^+ 3 -ec.j. 

Se queste equazioni potranno aver luogo per due valori 
reali di m ed n, diversi dall'unità, &i potrà aver la curva; 
diversamente il problema è impossibile. I valori di massi , 
TI s=s I , che soddisfanno insieme al problema , ci danno per 
x^y due costanti. 

Le due equazioni (i)^ (a) poi sono soddisfatte, se è tossii, 



1^6 
«d I ^-1 ^ ec. =: o. Ma questa equazione ha 
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tutte le infinite radici immaginarie. Essa è infatti 

In secondo luogo ^ se sì pone ms=si , V equazione (a) di- 

I n— I (n—iY . . 

viene "^ = i ~-— H 5 ec. ; e sostituito questo va- 
lore nella (i), si ha n— i = aa6 + (a+i)6(w--i), da cui 

(3a+i)6-)-i 
^ '^ (a-f-i)6+i • ^®^ **^' valori si avrà dunque x,s=s J , 

J« — -^/(à-f- 1)64-1 \ * ®°^® "®° " ^* curva, ma una serie, 

o un poligono, i cui termini cadono sulla direzione di una 
normale ali* asse. 

In fine V equazione della curva reale , o immaginaria , 
sarà y^s^kcD^, essendo k un coefficiente numerico arbi- 
trario. 

S- 1 57. Proh. XXK Determinare la curva LM tale , che 
guidati dal punto F i raggi vettori FM, FM'\ i.» il trian- 
golo MF M' iiai dato dal termine generale /m; a." l'area 
della curva MPP'M" fralle due successive ordinate PM , 
P'M', venga espressa dal termine generico Fu. 

Siano le coordinate del dato punto F, AG^», GFcsi^\ 
quelle della curva AP {x) , PM {y). Avremo tangMFM'^ 



<m)(^> Kj(.-.(|5r(..(,^')| 
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Ora il triangolo MFM' ^-^ FMSM'.senMFM' , ed fJM« 

Dunque risulterà Tarea del triangolo MFM'^=i 

1 I 

— {x'— «)(/+^) — — (a?~«)(/'rl-^). Cosi la i.» condizione del 

problema dà P equazione (x'— «)(jr+^) — (x— «)(7'+p)s=«a/u. 
Per la a.' poi è ^fydx = Fu , ossìa T/dx =: ^Fu + C , e però 

1^) = ^ C AT; -*" C diry ^ Riguardando F arbitraria C 

una funzione di u , che soddisfìt alla relazione C„^i ^=^Cu 9 
ovvero essendo . C^ ss <p(sen a ir u , co;^ 5» ;r u )• Pertanto rappre* 
sentando per semplicità F„ il numeratore di Xu 9 sarà y^ «s 

'jTTjl il <IQa1 valore sostituito nella prima equazione 
«ci dà 

£ da siffatta equazione converrà ricavare il termine gen^ 

tico Xa. 
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CAPITOLO VI. 

^ I 

Metodo generale delV Iscrizione é €irco9crizione 

delle figure. 



p 



5* i58, JL ROBiiBMA. Dati i due Tnogi E ^ F mV BìgHardcr 
ABCD (fig; ay), determinare la direzione ;Ea sul latt) AB\ 
oùde debb' €86er colpita, la palla iii*^^ affinchè dopo ve 
J»attnte contro le sncceasive sponde AB , BG ^ì GB , D^s 
irenga W medesima kripercosM in P. •< ^ ^ ' 

Dominiamo ^J? (A) , BC (B) ; e sia Eabcd . . •.» -^ ii po^ 
ligono ricercato , che termina ai punir dati E ed E. 
Questo poligono sarà eoBoechitig» , ghianda. si cònòsceranna 
ì punti di battuta 9 o luoghi de' vertici a , & , e , ec. sul 
perimetro ABCD. Sia dunque preso per asse rientrante 
frattilineo il^ perimetro stesso , partendo dà A^ come ori** 
gine, e andando nel senso del polìgono iscritto JE^ofr*. • .ec»; 
e V equazione di questo non consisterà che nel termini^ ge- 
nerale dell' ascissa. 

Chiamo pertanto T^ l'ascissa, che corrisponde ad x bats 
tute, e fatta la tangente del primo angolo Ead d'inci- 
denza =s p , la cotangente =39, vedesi primieramente , 
che per x pari tutti gli angoli di battuta sono eguali 
al complemento del primo, per x dispari sono eguali al 
primo. 
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Ora ^t avere T, , iiistiDgiiùiiiio i quattro casi seguenti , 

«ioè: 

a.** a: := 4u + a f essendo u numero intero positivo , com- 
3."* oc = 4^ + 3 ì prese lo zero ; 

i quali casi corrispondono ai punti di battuta cadenti sui 
successivi quattro lati , dopo il giro di u volte il peri- 
metro. Cosi la porzione d'ascissa sulla figura circoscritta 9 
dair origine sino al vertice più prossimo air x."^"^ punto 
di battuta 9 4> vertice dell* iscritta , sarà 

i.^ siu(J + B) 3.^ SLU(A + B) + A + B • 

a.^ au(^ + j5)+^ 4-^ au(J + B) + ^ + 5 + ^. ^ 

Qaesti quattro casi si riducono ai due di x pari ^ O 

dispari. 

X X— a 

Per .X pari il a."" e ^'^ danno 'T ^ '^ "^r~ ^• 

X — I X — f 

Per X dispari il i.® e S."" danno ——- JA B. 

* a a 

Resta da aggiungere la porzione del seguente lato , che 
va sino al vertice x.^'"^^. Chiamo t^ questa porzione consi- 
derata nel caso di x pari 9 e t^ la medesima riguardata nel 
caso dì X dispari. E' chiaro che t^ , ti si alternano da un 
lato air altro 9 per modo che il primo valore trovasi sem- 
pre sugli opposti lati B^ il secondo sugli opposti A. Ora è 
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facile di vedere ^ ohe per determinare t^ » ti avremo qiteite 
due equazioni 

per entrambi i casi di x. Da esse si ricavano le duo se- 
guenti , che appartengono ai casi separati 

(A) t^,-t,= Jp-B, (B) t:^,-fci = Sg-^. 
L' integrale della (À) risulta , dando le opportune ferme 
alle costanti arbitrarie {$. 1 3. Gaso d.^ ) p 

B-Ap 
Laonde la condizione di x pari darà t^sss — (C--«); e 



per r equazione (B) , fatto x dispari ^ e posto A—Bq inr 

A — Bq 
vece di B—Ap , avremo éì=: — r — (C—x). I valori di IT^ 

saranno pertanto 

i-^ x pari, r^=«-^(^4-B) — B+--^^^^(C— x), 

a."» « dispari , r,= ^ (-4-|-^ + éz^^c-^^y . 

Talori che conteogono una sola costante arbitraria » come^ 

esige la natura del problenuu 

Per determinarla ne* due casi , se cfaiamererao a , fi le 

coordinate del punto E al lato AB » come asse , A essrado 

r origine , è facile vedere , clie si avrà T^ssa + bq, T, « 

A—'b + (A—'a)p. Laonde pel i.* caso, fette ars=A, avre- 

. " B—Ap 
mo r equazione — T"^ (C— a) ss ( J~i*)p-6 , da cui 



C^ B--Jp * ^ P®^ *** l'«T»a"<»* — r"^(^""')'*" 

a + èj, da cui Csss ^^» i-i. Sostituendo e riducendo, 
i valori di T^ sono 

1.^ r^« ^ «p — &5 a.^ x^« ^^ — ' hég+aj 

e non resta più 9 se non che a determinare p ^ o q per 
ifiodo che il poligono iscritto passi dopo le n battute pel 
puntò F* 

Ora chiamando a' , h^ le coordinate di detto punto , è 
necessario di nuovo distìnguere i quattro casi di sopra cor- 
rispondenti ìaì quattro lati , su' quali può cadere V n.^^ 
punto di battuta. Perciò facciamo 

I.® n:=ss^m + I 3.** 71 = 4^4- 3 

fi.'' nz=z/^m + ^ ^'^ naB5 4^ + 4^ 

ed intendendo i punti m ^ n ^ r\ s (fig. sS) per que* punti 
enn:^^ ne' quattro casi, avremo 

i.^ Jm = a'—b'q 3.^ Cr mm A — a'-^ {B--b)q 

e le corrispondenti ascisse saranno 

Eguagliando dunque a questi i valori che ricavansi p«r 
T, nei quattro casi, si ottengono la equazioni, xj^e dan»o 
i corrispondenti valori ài p o di q: 

a6 



amfl+H-ò' ^ a(m4-i)B-h&-ò' 

4 

e 8Ì vede obe i valori dì g e dì p procedono in modo , che 
il denominatore deir antecedente serve al consegaente di 

numeratore. 

. Ma non basta V aver determinato i valori ài p ^ o di q^ 
Conviene di più per la proposta iscrizione del poligono nel 
rettangolo ABCD^ cbe i valori di A ^ B ^ a ^ b ^ a' y b' ^ m 
aiano tali da render vere queste relazioni , cioè ; 
B — tx>o per tutti ì valori pari di x, sino ad n com- 
preso ^ se è pari; 

A — t'^>o per tutti i valori impari di a:, sino ad n com- 
preso , se è impari. . 
I valori di t^ , t^. sono 

t,^B--ap-^b^{B-Ap)-, ti:^a+bq-(A--Bq)-^, 

sostituendo il valore della costante C ne' due casi. Quindi 
le ^due relazioni saranno y tutto esprimendo per p , 

(a) ap + b+ (B—Jp) — > o , (b) Ap^ap-b-^B—Jp)-^ > o. 

S- iSg. CorolL i,*^ Se sarà By^Ap^ la relazione (a) rimar* 

rà soddisEatta \ e solo resterà la (b) da verificare ; per il 

che basterà vedere , se si verifica pel massimo valore im- 
pari di X. 

$. i6o. CorolL a.* Ma più possibilmente per la soluzione 
del problema , come rilevasi dagli stessi valori dì p e q ^ 
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«ara p > I 9 cioè F angoTo trovato eopra i 45«* gradi ; e 
'potrà etsere B < Ap : e le relazioni saranna 

op -+- fc — (Ap-^B) -- > e , Jp + (Jp—JS) ~— '*— «p — 6 > o y 

più facili a verrfìcani; la r.* delle quali basterà vedere ,$0 
ai avvera pel massimo valore pari di x; la a.* pel minime) 
valor impari, osm per x=ai. Così* per la a.* converrà che 
sia (A — ayp^ò\ 

- 5» ^Ot. Corolla 3.** Se Jfp — ^=±=0, la r.'* relazione resta 
soddisfatta. In quest'ipotesi l'equazione Jp — B = o^ e la 
relazione (A—a)p — by o , stabiliscono i rapporti delle quan- 
tità date, e si ha , ponendo per esempio il i.® valore di p , 
B(a'— a) = A{b'+ b) ^ ,{2mA + a')(B — b)> \{2.m-hi)B + V >• 
Li* equazione* poi Ap — jBa=o dà p=^B.A\ taonde tutti i 
Iati d' incidenza contro le sponde AB , CD ( fig, ^7 ) sarai*- 
no paralleli alla diagonale BD ^ e tutti gli altri d'inciden- 
za contro le sponde BC , AD saranna paralleli alla diago* 

naie AC. 

5* <^^* Esempio. Vogliasi nel quadrato colpire il lato dal 

centro sotto tale direzione ^ che dopo n percosse contro i 

quattro lati Buccessivi , ritorni la palla a passare per il 

centro? 

Avremo' jB=-4, ^^'ff=:a^c=:fts=sasa5; — -4; e i valori di' jJ^ ^ 
9 saraiHio 



»>4. 

Pel ».• e 4^ oaso abbiamo Jp--^B^x> ; onde Aoa rostct 
che a vcrificiare la relazione (-^ — a)jB~6>e. Qra questa 
diviene A — A^o^ e ci dà per conseguenza un limite ri- 
ducendo il poligono iscritto alla diagonale del quadrato ^ e 
che pei: quanto geometricamente s' intenda soddisfare y pure 
non fa al caso nostro. 

Rapporto al i.** e 3."^ caso , le relazioui dìv^neooo 
p+ I— (p— i)a;>o , p — i>o; 

I 
ed è nel i."" caso jps=i-|- j^, e il massimo valore pari di 

I X i 

x:=:4m, che dà ~ = am; nel^ 3.^ ^— 14.._-^^^ y ^^^^ 

simo valore impari di a; = 4m + 3 , che dà ^^^ ^am + i. 
Punque esse diverranno 

i." caso a + ~- — a>p,— >o; 

3.° caso a -^^ -^^nì^ — .. >^ - . 

am+i *^^' am+i >®- 

r relazioni evidentemente 8pddÌ8£»tte. Laonde que' due valori 
di p risolvono effettivamente il problema. Cosi per n».25 

a i?»=B;a , e P-'i^ ^^;^j ^ Y» tangente che trovasi cor- 
rispondere prossimamente ali* angolo di 48.° 48.' 55." 

S. i63. Generalwente le dae formok. di *,, t; combinate 
colle due rispettile relazioni (a), (b) danno 1» soluzione del 
problema , nel quale si ricerchi la direaione della prima 
battuta da £ { fig. a^^, ^^e dopo on numero » di esse. 
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o siano tntte contro i lati vj^WB^yi^ o nò, venga la palla 
ribattuta in F. 

Ponghiamo « =5s «' 4- x* + x^ +.•..+ x^*"^ + m — i ; e sia- 
no x% x" ^ .... x^'") ì numeri di battute successive separata- 
mente dopo ciascuna prima non successiva o interrotta , 
m — I marcando il numero dello interrotte. Supponendo ì 
quattro casi ne' quAttiro lati del rettkmgolo jpw fiiaspun or- 
dine di battute successive, cioè ai punti m^n^r^s^ ne^ 
quali cada V ultima battuta successiva , dopo la quale nasce 
la. interrotta ìnl^i^h^ky come mostra la figura , riesce 
manifesto : i."* che ciascuna interrotta appartiene , come 
successiva ed ultima ^U' oikdioe rotto, e^Vcome prima sue-' 
cessi va al seguente ordivo incominciato ; ^i^ che ciascun 
ordine di battute va in verso contrario del precedente. 

Ciò posto , sarà facile dedurre dalP ispezione della figura 
la seguente tabella de' valori generici parziali di t^, ti per 
il numero di battute di ciascun ordine separato , ritenen- 
do lo stesso andavianto 9 e lo. stesso significato alle ascisse 

tx9 K sul perimetro; eccetto la corrispondente origine ne* 
quattro angeli del rettangolo ,, seconde V ordine d»' punti 
m ^ n 9 r 9 s ,.cbe vaMK.< indicfets^^ eé il ritot^o alt^matiro 
in senio oosifcrario del poligono. * 
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ce»* ce* 

£ qveita tebella posta qui^ per' Brevità^ di'" una maniera assai 
auccìnta^ e nella' qua le è evitata^ la moltipliGità' delle cohh- 
Linazìoni che nascerebbono dal tonep conto delle' battute 
interrotte , potrà soddisfare a tutte le ricerche sulla prò* 
posta questione, (i) 



(x) (Atti delFAccad. dell' Istit. di Bologna; Tom. i^^ ). Rinvengo 
questo problema trattato quivi per via sintetica invarj teoremi da Fran-* 
cesco M. Zanottij ma la sua soluzione, e la mia analitica , no& hanno- di 
comune che lo i^tesso problema. 



Jiof 
S' '^4- '^^ metodo tenuto è generale per tutti i poligoni 
isoritti, e circoscritti , contanflo sempre le coordinate s?ul 
perimetro del pollone dato. Applichiamcflo ^illo Aeoeo prò», 
blema generalizzato pt^r un poligono piano qualunque v ò 
denominiamo : * 

Zi' , I/'% I/'", ec. i lati del polìgono , partendo -da. un veiv 
tice 9 come orìgine ; 

A' ^ J" ^ A"'y ec. gli angoli compresi rispettivamente tra i 
lati L\ L"; L% £'"; ec. 

Sia inoltre p^ T angolo d'incidenza x.^^^ cioè ful lato X<*^; 
o tj, la porzione dello stesso lato contata dal vertice A^""^ del 
poligono dato sino al punto x.^^^ che si considera. Avremo 
per determinare p^ e t^ le due equaa^ioni 

(B) Menpx==(-^*'^**-^:r-..)^enp^,. (i) 



(i) Giova qui fare la seguente osservazione. Ho marcato le quantità 
date del poligono A ed JL coìT indice x diversamente dalle funKÌoai 
Px 9 ^x P^^ significare coir indice delle prime soltanto «m ordine di suc- 
cessione ^ lasciandole altronde nella graAdezza arbiturie comunque ; tal* 
che sembrino afl&tlo indipendenti dall* a:. Però se ben si consideri, si 
vedrà che T indice or può sempre tàr^ i'suoi due nf&cj, e come indice 
d' ordine ^ e come variabile componente le rispettive grandezze j sicché 
elleno riducansi sempre ad essere funzioni del medesimo. Infatti qualun- 
que sia il poligono a semplice o doppia inflessione V egli non potrà 
essere che o finito ^ o indefinito. Or scegli è finito, noi potremo sempre 
considerarlo in tutto o in parte , siccome rientrante ; ed in tal caso ie 
quantità date del poligono saranno periodiche, poiché ritorneranno dopo 
uà intero giro del perimetro. Àilofa le equazioni del periodo ^^-^H^X^sa: 



L'equaaione (A) iafegjrafa oi aà/r,ss'-<--i)»pT-p-_-^e| 

« y>° — ^*-J + ^***»» -- ^<*-»* + — + A'ir-^y^ + <^(-ò'- 

Per dl«tenainare I* costante C, ossertò che j»at=i8o*— ^'— p,. 
Ora dal taleie di p, ai ha p^ssEgo" — J'+C ; dunque Csss 

t 

Adesso r equdzioBe (B) ponesi sotto la foriha 

ove mettendo il yalore di p^ ^ i coefiìcienti sodo Aidzìoqì 
conosciute. Tatto pertanto 

l^in- 



'^(x4-«») ^ X(*+'"^^ =: Z(*+^^ 9 ci daraaao per ji ed.L delle funzioni di 
;r. O il poligono è xnd'efinita , e converrà che sta data una legge , onde 
poterlo seguitare , se si vuole; ed allora questa legge fisserà le stesse 
quantità jà ed L in funzione di op. Quindi rilevasi , che noi potremo 
tempre safiponre ^i angoli e i lati di un poligono qualunque , delle j 

funzioni dei loro iòdice ; supposizione affatto generale. ! 

Tuttavia favemo una diviftione de* problenott. Una classe è di quelli , 
pei quali e superflua' quella supposizione , e straniera alla natura del i 

problema, che non esige per la sua soluzione, che una semplice nota- 
aSone ordinata; e per questi F algoritmo delle Differenze, col quale pos- 
sano trattar» , non riesce ^ che una teste. L^ altra classe poi comprende 
que* problemi y eke di loro namra dimandano quella supposizione nelle 
qo^atità 9 ed il Calcele delle Differenze per essere risenti , di cui non 
potrebbero- in generale &r senza ; siccome sono quelli , efae portano alle 
equazioni idle differenze : ed in tali problemi stanno propriamente Y in- 
dole e lo spirito dì quel Calcolo riposti. Noi non ci atterremo , che ^ 
pcoblenù della aeconda classe. 



V ìii«egràl« eompleCo «rà (€) «. « e^*] C + 2e-"'*'*~j « 

Ora chiamando a^ & le coordinate aF primo lato V del 
dato punto, d'onde parte il polìgono iscritto , abbiamo 
t^ sssa-i-'bcotp^^ e dal valore di t^^ col far x=s i dopo le 
iotegraxioni 9- otterremo pmre il valòrb dì t^. Quindi si avrà 
Fe^quaaioné per determinare* la costante C 

Se nel Valore pertanto conosciuto di t^ facciamo xsatn ^ 
avremo t„ data per quantità tutte cognite e per p^. Siano 
a\ b' le coordinate al lato L^"^ de! secondo punto dato. 
Sai:à t^==: a' + 6' cotp,,. Eguagliando dunque i due valori di 
t„ 9 e sostituito quello di p„ y risulterà F equazione per. de* 
terminare T incognita p^ 5 ossia la direzione della prima 
battuta. 

Ma converrà 9 perchè il' poligono resti inscrìtte ^ che si 
verifichi la relazioue L^"^ — t, > o per tutti i valori di x 

sino al massimo x=xni e di qui nasceranno le condizioni , 
alle quali dovranno soddisfare i dati del problema 9 onde 
possibile ne riesca la solozìone. 

)• i65. Se i lati, o gli angoli ritorneranno periodica^ 
mente in un cert^ ordine e numero ^ le equazioni espri- 
menti il loro periodo ci daranno i loro valori in fnnsion»- 
ilell' indice. Cosi, se il poligono daì:o sarà rientrante , i 
lati e gli angoli costituiranno un periodo in un intero giro 
étfl perimetro, ed m essendo il total numero desiati, 1^ 
equazioni de' periodi saranno Zi<'*+"> «=5 i<*> ^ Ji^<+^ =a jf<*> • 
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Per esempio nel caso contemplato del rettangolo sarà 
^(*> == ^ = 90 "^ , L^H-o s= L^*J • Integrando questa equazione , 
abbiamo jL<*^ =0 + C'(— i)* ; e ritenute le ilenominazioni 
di sopra , le due costanti C ^ C^ verranno date dalle equa- 

zioni A = C--C', B^CA-C, d* onde C i=: — ^— , C' = 

S—^ , ^ . B+A B-A 

, ed £<*>= — + (—1)'. 

i 

I 

Ora dal valore di p^ risulta in tal caso p^ zssi 90^ — p^ 9 
quando x è pari; e pj,:=p^ per x dispari. Ha per avere 
a priori la funzione di x, che riunisca i due casi, conviene 
risalire air equazione (A), che diventa p^^-i + p^ = 9^"^ > ^ 
che integrata ci dà p^ = 45^ + (45* — p, ) (•" ^h 5 determi- 
nando la costante arbitraria. "Qui però non abbiamo, biso- 
gno, che de' primi valori; onde sarà senpx^= cosp^ P^i* ^ 
pari , e senp^ =: senp^ per x dispari. Dunque avremo 
i.^ X pari , senp^ : senpjt^^ c=: cotp, «^ 5 J 
a."* X dispari , senp^ : *e»p*u|-g «= tangp^ =F^ 
opperò sarà generalmente ^enpx^^^'^Pjp+i =9^""*^» 

Pertanto ad avere il valore di t^ , dovrà farsi nelP in ter 
graie (C) 

{B+A B-'A 



O^x 



qi-o^^ Xx= j— ^+— ^(— i)'|g<--«)*j e nascerà 



t^ess — p X — gx — px • ^ . . X — 5^»> 

-yX— gX—pX X—gt— )*"• ) ' 

de*fattori--p,— 5 tà. fuori » che dentro le parentesi, jc— r 



essendo il numero 



Se faociamcr xs=^i^ xsbas^^ xszS^ te. sino ad x — i in 
Inogò di X nell'espressione sotto il segno, integrale ( è noto 
che la'^'vera origine dell' integrale in ciascun caso dipende 
dalla determinazione della costante)» avremo- la seguente 
serie di r — i termini 

^ . ì -^ ^ per X pari. 

^ > ^ V — Sq per x dispari. 

Liaonde qàeir integrale sarà 

rr*— a a:— i 
i.*" X pari, (-4— J?g) — — + -rf ; a.<> x dispari^ (^""^9) • 

e quindi avremo 



OMia permutando- le costanti^ 

t,.=: C + ^ {x-n) , ti=« C + -^ — (x— i) ; valori , che 

di nuovo permutate- le costanti^ • ridueonsi alli ' sopra tro« 
vati. 

5* i66. Suppongo per ùtt secondo esempio il ^poligono re-^ 
gelare, e distìnguendo ppr i.*^ caso V x pari , per %f Vx 
dìspari , sarà 

i.^ p^ = i8o<^ — A'—p^ ^ sh^ p^ «pt yv 

e fatto sen ( A'^+p^ ) : senp^ = K\ 

^de in- generale senp^ : senp^, s^ hi—'T . 

Banque «iràr <^ » — W-*>*, Xa=LAt-i)* © sostitalti' 
questi valori noli* integralo (G) , ed operiaodo come si 
£àtto pirecedentemente , otteireaui- 



.che possono aDctie rranirsi ia un esso solo» introdaG»(i4^ 

h-i i±t:i>l 

5. 167. Vedesi abbastanza il metodo da tenersi negli altri 
problemi d'iscrizione di tal sorta 9 e se si paragoiii con 
quello delle sdite coordinate ag|i assi 9 si rile^rà^ di quanto 
questo sia più semplice ^ riducendo le coordinate ad una 
sola 9 cioè al termine generale contato sul perimetro dcA 
polìgono dato , ed avendo il grande avvantaggiQ di indistin;- 
tamente applicarsi con pari semplicità , sia che il poligono 
dato giaccia 9 o no nel medesimo piano. Anzi dirò esser 
forse Punico 9 in quanto. ai votor evitare il sistema di più 
equazioni appartenenti ai diversi casi di posizione de' ver- 
tici x.^''^ del polìgono dato 9 e dell' inscritto cercato 9 rap» 
pollati ad altri assi ( $• S2 )• Per maggiore idjBfi della copia 
di questi problemi 9 possiam proporre a oagion d'esempio 
tra' più «emplioi i due: $» Determi^ara il poligona lequi» 
latero» OYvero equiaiigoio^ d^ n lati isoritto siuc6«asiLvamen(e 
ad un dato poligono qualunque 9 e che termini, co' suoi lati 
estremi a due puntjL dati. 99 . 

Bgli è poi visibile che l' iscriaione si ridurrà sempre ad 
essere successiva sui lati . del poligono 9 che riguarderemo 
come dato. 

$. 168. Racchiudiamo in breire la Teoria generale dell'I^ 
scir^ione de' pdigoiii colT oss9rvare9 che si hanno ìli questi 
^o^eop. dpa equ^uioni, L^^ generale per tittt» ì poli- 
goni iscritUbili al proposta ^ 1^ qiml^ è^ 



sia il polìgono comunque , a semplice 9 o doppia inflessione. 
iLi^ altra equazione è qucfHa somministrata dalle condizioni 
del problema , e che determina la particolare . specie di 
polìgono iscritto* Essa 5 se fa d* uopo , si dee riguardare 
oome una risultante di parecchie. 

$« 169. Se i due punti dati 9 ne* quali termina il poli* 
gono c0rcatO9 si riducano ad un solo 9 e questo si collochi 
fa di un lato del proposto 9 avrassi il caso della perfetta 
iscrizione per un punto dato sul perimetro. Che se niun 
ponto fosse assegnato ^ ma in cambio il problema richie* 
desse V iscnzione di un determinato poligono fra tutti 
quelli d' una medesima specie 9 osserviamo che noi potrò» 
fiko risolverlo ripartitamenté 9 prima supponendo Fiscriaio** 
ne per un dato punto 9 indi determinando quel punto per 
il caso particolare della specie isoritta ; analogamente a 
quello che succede nel Càlcolo delle Variazioni» (i) 

. C2ofti per un esempio efl a n i ^rticolaTe eupponghiamo 9 cho 

nel quadrato iscriversi voglia il quadrata Incominceremo 
ad iscrivere il poligono equiangolo per un punto dato a 
( fig* 3o ), che prenderemo sul primo lato JB del pro-^ 
posto. Denominato «^^^ P angolo xJ^'^ del cercato, T equa- 
zione a^*^ + />^ =a ^^*> + />^4^ darà j!>^s=(a — ^)x + C9 fatti 
]g\ì angoli aM^ A<^^ costanti ed eguali ad a 9 ^. £ determi- 
nando la costante per rrsasi^ avremo ji>« =s (a— -^)(x— a)+pj^. 
Ora:9 essendo v^'s^a'QO*? mia Px^^P^^ Adunque Teq^a- 
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(i) Brunaocì. Corso di Matem. Su}). Tomi IV; pag. 194. 
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zione generale (D) diverrà t^i + cùtp^.t^:^Eeotp^^ da <jui 



riaulta tj,=5C(— i)*. h L. Se facciamo t^js::Aaes:h^ arre- 



» 



sione che dà ^ per x pari ti=jt'— fc, e per «• dispari 

Fatto adunque • ar= 5 • dovrà * aversi^ V equaalone h e=s 

VT.-^ — ^ )(~'^y.+ 'T,^ 9 la quale essendo vera ed identica 

A s=fe^ ci mostra che- il poligono iscritto ad angoli retti 

è appunto rientrante dopo un giro, e che nel quadrato 

possono iscriversi- infiniti rettangoli ^ tagliandolo con delle 

perpendieolart alla sua diagonale- ad- eguali distansse dagli 
estremi;* 

Determiniamo ora il valore di Ji, perchè il' rettangolo 
iscritto riesca un 'quadrato. Perciò dovrà sussistere V equa- 
zione (L — *y)* + t^4.,«aPe=:2* , qualunque sìa Fx tra* nu-- 
meri interi. .Ma ^e xè pari-, queir equazione ci dà fc* -h^ft** 
rssiVl e -se è dispari -9 (L.— fc)^ + (L — fc.)* = P. Dunque^ 

abbiamo a/»" = a( li — & )* , epperò h = -^ i , cioè Ja « - 

Lo stesso 8* intenda rapporto a quello cbè s^uei 
Sv ^7^' Veaghiamo in generale ai- poligoni circoscritti, e 
sebbene saranno necessarie due coordinate, pare con esse 
•ole s' adatterà il nostro metodo co» pari semplicità ad,- 
ogni poligono pianovo non piano. 



Sia u^ r ordinata normale abbassata dal vertice x.^^"^ del 
poligono circoscritto sul lato Lj^ del proposto ^ e corrispon- 
dente all^ ascissa t^* Avremo .per le equazioni ; generali a 
tutti i poligoni circoscrittibili ad un dato 

phe possiamo ridurre ad una, eliminando tungpj,: ed è 
(E) u^,(t^ — u^tang Jx) + ( L^e — t^. ) ( u^ + t^ tangA^ ) = a; 
equazione generica, la quale combinata còlla .particolare 
determinante la specie di poligono circoscritta, e che ci 
forniranno le condizioni del problema, darà i valori gene- 
rali delle coordinate. E qui giova avvertire , che se queste 
condizioni non istabiliranno il primo piano , ossia quello 
de' primi due lati de' due ^polìgoni , il problema jriescirà 
indeterminato. 

$. 171. Froponghiamoci .per qualche esempio il seguente. 

Prób. Dato il triangolo ABC ( fig. 3 1 ) , adattare la retta 
data AE col suo estremo A al vertice A pet modo, che 

presa nella gua direziona AasssAE^ indi successivamente 

Ba'ssiBa , Ca"z=zCa\ ec. per n volte nei successivi ver-- 
tici del triangolo, l'ultima retta CF venga a finire nel 
dato punto F situato dentro , o fuori del piano del trian- 
golo. 

Chiamando dunque i successivi lati e vertici del trian- 
golo, a cominciare dal vertice A come origine, i,, i^, 
ec, -4,, -4^, ec, avremo primieramente le equazioni de* 
periodi ij^j=;Ir„ A^^^sssAj,^ che determineranno le fun- 
zioni £x , A^. Così queste saranno i^ »=* -B i- S' «* + B^m"* , 
^x=C7 + C'«' + C^a" ; « , «' essendo le due radici dell' equar 
zione «^^i;ssQ, diverse dall'unità^ e le costanti arbitra* 






%t6 
ri» venendo deeenninsf» pei valori di Ten t ,. s^ » , a^ 3^ 
meccè ì tre lati,. o i tre angoli del trian^Io. La ooiidi« 
«ione del problema fornisce poi^ T equazione particolare 



Ma sfortunatamente ved^atno-^ che tanto questa ,'. quanto ta 
generale (E) sono eqaa«ioui alle differense non lineari e 
la di cai riflolttzìone supera in cooseguenza le attuali forze 
deir Analisi. Cost nemmeno possiamo, rigorosamente risoi- 
▼ere- i problèmi phi semplici di questo genere , come suc^ 
cederà, se anche vorremmo aver Kt soluzione per i poli- 
goni cireoscritti degli analoghi problemi ai due proposti 
Apporto agli inscritti ( 5. 167 ); e come rilevasi , se ancora 
l'equazione particolare di qualche problema semplicissimo 
di circodcrtzione ci addivenisse Uneare. Laonde bastandoci 
di aver riportato le diffitjrftà di questi problemi alla pura 
Analisi , passerò a considerare i poligoni inscritti e circo- 
scritti alle curve. 

5. i^a. In tal caso dobbiamo appigliarci al metodo gene- 
sftlé delle solite coordinate agli assi. Sia pertanto il 

Prob. L Nella curva GL ( fig. Jia ) giacente nel piana 
AMP inscrivere il poligono di n lati , che termini co* lati 
eitremi ai punti dati E ^ eA F. 

Avremo qui per equazione generale a tutti i poligoni 
iscrittibiii 1* equazione stessa della curva /( x , j ) a» o , la 
q*àle considerata appartenere al vertice u^-» delf inscritto 
cercato, diverrà /(a;., 7„)===o. L'altra equazione partico- 
lare sarà data dalle condizioni del problema. 

Per 



■< 



« 

Per c^sempSo si tratti è^ inscriverò nella paraWa oonicft 
il poligono e<)[ttUatero. Le equazioni saran-na 

nelle quali x^ y sono considerate funzioni di una raria- 
Bile 9 o indice u; ; ed è p il parametro, a una costante 
indeterminata. Differenziando la prima , ed eliminando il 
^a: , si ottiene l'equazione alle differenze di j.'' ordine 
del ^'^ grado : 

I 

d' onde £a d' uopo ricavare il Taloie della funzione /„ . 

Avremo così un^ altra eostante abitraria 9 mediante la 

quale e la a potranno adempirsi le coudizioni degli 

estremi. 

5-173. Proh. II. Fra dati limiti circoscrivere alla cur- 

Ta GL ( fig. 33 ) nel piano AMP un determinato poli*^ 
gono di n Iati. 

Se in vece dette equazioni de^ vertici del polìgono, ne 
prendiamo le equazioni dei punti di contatto, i quali lo- 
determinano , F equazione della curva sarà ad ^n tempo* 
T equazione generale a tutti i poligoni circoscrittibili , e 
non a V tassi che a trovare V altra equazione particolare» 
Gosi supponghìarao per esempio, che si voglia ii poligo- 
no equilatero. Essendo -^Pss» y PMs=;jr , PQs=;Ax, na- 
scerà una i segaeati valori 
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cpperò 

NT^Ù±L: ijLJ 1È±2 , ed NR + NT 

K'£) ^ ^^i^)^i'£)^ ^ ^^'^^^^ ^"^ costante ad ar- 

bìtrio, e gli apici inarcando al solito i valori relativi alle 
successive coordinate ; e questa sarà l'equazione particolare 
da combinarsi con quella della curva. 

Ma se vogliamo P equazione generale riferita ai vertici 
del poligono , chiamate £ , r le coordinate AS ^ RS al ver- 
tice jR 9 sarà 
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e per mezzo delP equazione della cnrva ,, cotiìbiQanda la 
terza di queste equazioni con una delle due altre, potrà n-* 
no eliminarsi la x ^ Isl y ^ il Ax, e il ^y. 

Così , supposta la parabola dell* equazione y^ zs=zax , sì ha 

^-^=^1^ + <FS^Ì(J^ + ^^)' i^=p =- ^ V ossia 

iiz = 6/ -f- 3A^ , /^ + az/ -h at =;Or 
IDifFerenziando questa seconda ^ si ottiene 

Ajjr^ + »(>• +-J8 + Az)a/ + sty^z + a^f =: 0> 

iielta quale sostituito il valore di Aj^rr-^-js — a/ cavata 

«lalla prima 9 si avrà un' altra equazione colla sola / , me- 
diante cui e la seconda si ottiene l'equazione fra js e £• £* 

ftUperfltto che P ottenghìamo effettivamente^ 

* $. 174* ^^li stessi problemi si applicano alle curve a dop- 
pia curvatura, ed alle superficie -curve. Per le prime ^ date, 
le due proiezioni della curva, egli è visibile^ che non ab* 
biamo che a determinare il poligono iscritto, o ckcoscrit- 
to, corrispondente al richiesto in ciascuna • delle due proje^ 
noni ; onde il pjrobleraa si decompofie in due simili , ma 
relativi a curve semplici. Quanto alle superficie curve, V e^ 
qnazione della superfìcie sarà primieramente V equazione 
generale. Ma affinchè il problema sia determinato, vi vor-^ 
ranno due equazioni particolari. Allora potremo determi* 
Bare i termini generali di tutte e tre le coordinate.^ 






X medesimi dae problemi superiori, vertono poi suir iscri* 
«ione ^ o circoscrizione di certi polìgoni a curye date 
(S* ii7)«^he se trattisi di ricercare la natura delle stesse 
curve circoscrittibili , od iscrittibili a dati poligoni , nasce- 
iranno de^ problemi ai»aloghi a quelli già posti ai 5*' 14^9 
1489 pei quali hanno luogo le consimili estensioni alle qui 
sopra. 

$. 175* Bastici di aver dato un^ idea generale di questi 
problemi curiosi ^ ed anche utili alle Arti ed air Archi- 
tettura; ed avere osservato la loro solubilità in generale 
dipendere dal perfezionamento della sola Analisi. Di fatti 
abbiam veduto i problemi d'iscrizione e circoscrizione de* 
poligoni 9 e quelli d'iscrizione alle curve, portarci a delle 
equazioni a differenze finite ($J 1689 170, e 172); i pro- 
blemi di circoscrizione de' poligoni alle curve darci delle 
equazioni alle differenze miste ordinarie {$J IJ^Q e seg», a 
173); ed osservando rapporto alle superficie, è agevole ri- 
levare, che nasceranno le equazioni a differenze miste par-^ 
zialL Ma in generale queste equazioni non sono lineari: 
laonde appare quanto^ sia desiderabile V avanzamento della 
Scienza analitica nel ramo dell' integrazione delle eqxia-^ 
noni non lineari de' due Calcoli, ramo bambino ancora^ 
specialmente in quello delle Differenze ; facile riescendo 
allora forse colla combinazione de' metodi di progredire nel 
Galeolo delle Diiibrenze miste. 

5« 1764 Altro non rimarrebbeci a compiere le combina^ 
zioni tra^ poligoni e le curve, che^ di prendere in oonsi* 
derazione le curve di data natura da inscriversi o circo* 
scriversi a poligoni dati ^ avvero fra loro; il oh& fornisce 



«rdinajeaiiMiite altri qfiitattM |fr6Weiìai. Ma 10 non ^trerà 
in queste oÀe eomoiciute ^ eeseodeiie^ facile la riaol azione j 
o calla sola-AnaH^ii GarteeiaBa, crolla Diffetenaiale dietro 
la lumino» T.eoria de* contatti di La-Grange. Potrò avver- 
tire solamente di paesaggio^ che per le cwrve iscritte e 
cìrcoéerifcte fra l^oro 5 converrà cbe sieno dati di numero 
e di posizione i punti di contatto sulla proposta ^ e clie in 
generale la questione pìer essere determinata esigerà tanti 
parametri : nella ricliiesta curva, quanti saranno i punti ^ 
p^r eui ella dovrà passare nel i."" problema; e ne rìchie» 
derà un doppio numero negli altri tre, se i contatti saran-^ 
no tutti di prim^ ordine; o un numero maggiore per altri 
contatti superiori. 

Medesimamente non parlerò de^ problemi analoghi ai qua 
mentovati rappofrto ai poligoni doppj , alle òurve doppie ^ 
ed alle superficie; la di cui soluzione deriva pure imme^ 
diatamente dalla citata Teoria generale: e dovranno esser 
dati i puuti o le linee di contatto. Solo indagando «opra 
ciò che può aversi per intatto, almeno come oggetto, sul 
quale il Calcolo delle Differenze è atto ad essere di unfefSr 
cace risorsa , dovrei prendere a disamina V iscrizione e cir* 
coscrizione de' poliedri fra loro , e paragonati co' poligoni , 
colle curve, e colle superficie* Ma questa estesa ricerca mi 
porterebbe oltre i limiti , che mi sono prescritto* 

Infine V iscrizione , o circoscrizione sopra contemplata , 
è la semplice , o di prirn' ordine ; ma ella può esser doppia , 
o di second^ ordine -^ tripla^ o di terz^ ordine; ec. : ed elleno 
si offriranno, quando le condizioni del cercato ed ultimo 
polìg^o^i leghino ccm quelle de' precedenti in modp, che 



dato noir venga di ripartire^ il problema^ in paiveceh] sxrn^ 
cessivi d* iscrizione , o circosctiriona semplice, in* ciò* pure 
non trattenendomi, ne crederò su»flScien te il sempl ree ri- 
marco, onde vi si ravvisino adattabili i dichiarati metodi. 

5. 177. Contentandomi così di pubblicare sin qui le mie 
ricerche, e d'aver condotto ik Lettore pe* varj accidenti 
ei9ertisi nelle copiose applicazioni fatte da' due problemi 
generali de* Capit. IH. e IV. , quivi mi* arresto ;. e giudica 
pregio dell'opera di por fine cok seguente problèma mec* 
eanico , lasciando cb^ altri dà pari 2eIo ,. e da maggiora 
forze sostenuto, possa col lume de' principj esposti ne** pri- 
mi due^ Capitoli inoltrare le sue contemplazioni fuori di «tnc 
piano, e felicemente spaziarsi in altre provincie materna"^ 
ticbè;^ 

5. 178. Problema.' Sia una serie di eircoli Hj 7, iT, ec; 
(fig. 34^)' ( quali suppongo giacenti ih un medesimo piano} 9 
successivamente disposti co' toro centri sulle circonferenze* 
de' precedenti. Immaginiamo che ciascun circolo concepisca^ 
dallo stesso ista^nte un mòto qualunque di rotazione intorna 
al proprio centro» Cercasi, in fine del tempo t la posizione 
del circolo (ar + i)."'*"^ 

Soluzione. Condotto pel centro del primo cercbio Tasse 
Gif, siano pei cerckio ( ar -f- 1 ).«""»? , r^ il raggio , ed in cape 
al tempo t, v^^, la velocità dr rotazione, «^,, F angolo- che 
fa il raggio delr circolo precedente , condotto ab centro 
(ar + i)*«^,. colla parallela^ all'asse^ ed 7^,,, z^^t ^e coordinate 
di quel centro (a:+i).~ 

DcBomponenda il movitnente assoluto di quel' circofo 
{Qd-tzjJ?^ alia fine del tempo t itk due paralleli agli as^i 



^clle<;oordinate:.H<r, HFi la doo velocità «ccondo questi 
assi saranno (-^~),: (-^')- Óra queste velocità sono eguali 

a quelle ,• .<H*Ue quali trasportasi assolutamente Tx.*»'""' «ir- 
coio , più le componenti che derivano dalla rotazione del 
medesimo. Decomposta dunque la velocità di rotazione 
■«^-i.f nelle, due parallele agli assi, sarà Vj,^,;,sen«^,, la pa- 
rallela. $ir a«e JHG, e o*-.,,c<w«x.. la parallela all' a?se 

HF ; ed osservando che è ^e» «»,,*»=—; » co*«*,t = 

"^^^^^ 5 avremo le due equazioni 



Supponghiamo i moti di rotazione uniformi. In tal caso 
da queste, derivano le due : 



e que&ta stella ^ surr.ogandqvi la js. Quindi rilevasi , che le 
due coordinate yx,t\^x,t sono due integrali particolari di 
una stessa, equazìope. 

Suppongo inoltre le vQloc^à di rotazione proporzionali 
ai l'dgg^ ^^^ circoli. Allora , denotando per p il rapporto 
costante v,^t : r,^^ , V equazione in y diverrà 

(A) (%^)-p-r-.. = *. . 

indicando 9 una fun^zione arbitraria di t. 



*«4 

Queste «qweEiòae bob riètttMi m ttfcima H «fnette c&fm^ 
derate dal Sig. Paoli nel 3." Opusc. cit. (5* 4^)r una ell& 
fti ìntegra cogli stessi metodi. Foagasi /x.» «=»«*.» +".» e* 
gMerremo per dctexinìnare' ù^^i,*^t ^ due e^uaetoiù 

Zia prima ci darà^ Gontiderancl^ le costanti conteimte- 
Be' segai integrati ^ e traB&rma&do Ila; runzione arbitraria ^ 

Per la seconda risulteranno le due forme di j^,, 
(B). y.,r^{ptyl(Ft\-^e^' + iFt)'^e-^'^J + 

essendo -Ft^i^'i; ovvero /x, /'x delie £unzioni arbitrarie dli 
t , e di a:. 

Altro non rìmane^cbe a determinare la fun^rone arbitra- 
la <p di e ^ e le due altre nelF espressione (B) 5.0 (C) , per 
3nodo< che esse convengano- alle condizioni del proposto prò- ■ 

blemav Ora {»ù generalmente suppongo che il centra del 1 

primo circoio, in liioge^ d^ ^sser fisso, percorra una qualun- 
que curva CIf nel^ medesimo piano; Siano ABsss a , BC =z b 
le coordinate di esso centro at principio del moto, rap- 
porto all' asse fisso AP parallelo ad H3 ; ed in fine del 
tempo t siano ewe AP:ssi'^t^ PJBT =: >|;'t , indicando ^p, t' 
due funzioni conosciute di t« Mercè i primi tre termini 
delle serie di y^^^ , js^,, , verranno determinate le tare fiin- 
;&ioni. arbitrarie per ciascheduna di tali coordinate. Cosi 

gei 



?! 



iel 



im 



r».^«=*+C05(«^^—-j^t) + C05(«,^^— -^t); 



p«i primi ire circoli Jff^ /, JT^ gnidattdo dui centri la 
parallele e le perpendicolari agli assi, e riguardando gli 
Hogoli come le quantità di rotazione dalla posizione ini- 
ziale a qfneìla in capo al tenspo ty rÌ9pettO' alle parjillele 
alFasse AP ^ sari 

• « 

e similmente rapporto a z^,,, ponendo ^|/' ia vece di ^, eél 
ì seni delle medesime quantità in luogo de' coseni. Ora la 
funzione 9f sì d!etermina in questo modo; Come essa non 
contiene x ^ restar dee la medesima col fare or =& c^ Dìz» 

chiaro, cbe il risultato delle differenziazioni rapporto a t 
si consisrva lo stesso , sostitaenth> prima , o dopo , il determir* 

ikacto calore dfi x , cioè> abisso. Quindi si ottien^r 

Fresa adesso la forma (B) di y^^^t , nascemmio col far 
à?=3:09 xssi le due seguenti equazioni , onde determi*» 
P" sare ìer àkre due funzioni F ^ F\ 

■+ * e^ + «^''' + «i , 
u vede cfa^ esse sozio trasoe^denti. iQuanto' a Zj,,, , le tMs 



Hnn^m arbitrai» !^^ F» ed F^ ihulteraMio tetto cmI 
sotraìndleato cangìanieiito/ 

■ : Se n prende ln ff»rma (G) di yt^^^ , la determioauont 
4élle due funzioni f ^ f di oc, viDemersa dipende dai va- 
lori di /x,o9/x,6 9 essendo 6 un tempo data Ora^ quanto 
alla posizione iniziale del sistema , è facile vedere <^he si 
ha yjc,0 = ^^x^os^^^o^ z^^^ ?= 2r,5en«^,^ 5 ' determinando il 
principio degli integrali per modo che sia y^^^zss^a^ z^,^ 
Bs&i e quanto alla di lui posiziono alla fine del fempo 
t ^ che si avrà 

determinando il principio degli integrali per modo che 
***yo,e = S^*, z^^^sàfc'ifr'fi. Ma da queste seconde formule ri- 
levasi, che immediatamente per t indeterminato risolvono 
il problema le due 

contando il principio degli integrali da >'0,,«K^{/£, z.^^zssi'^% 
Quindi appare, che la determinazione delle funzioni arbi^- 
trarie per la riduzione alle due forme superiori (B), (G) 
di^x^fd o Zx,(, involge raaggrare difficoltà, che non la ri- 
soluzione del problema medesimo^ 

Anzi questa risoluzione si può avere generalmente^ ri-^ 
tenendo le velocità di rotazione non uniformi. Sarà di fatti , 
risalendo air opposto dalle equazioni (a), (b), con risosti«- 
tuire sen^^^^y co^^^.o ed integrare, 

(e) , rx,i =M2v^,^.«n«x,i , 
(d) af^,t etti db /<tóStV-«,rCOtf #;,,,; 



^eteimlnando il principio éc^Ue stnAmatorie Z d^ y^,i^=^'^t^ 

2Jo.i — S^'*^ « degli integrali / da rx,o — ^'•x<5w«^,.v 2?^,« = 
?rj»««n«^,». Si appone! il se^n» ;±: a.1 «t"" memJbro della (d)> 

■ j * y dt può tendere ad aumeiv* 

tare e diminttire la neU' iacremeBlK^ M del tempo. B? 
4:)hlaro P0Ì9 clxe sarà Vangi^o «^,e 1^ quantità dì TOtaaiona 
alle parallele air asse, dall'angolo iniziale ««,0' a^n* 



«ila quantità angolare ■ * ' .^ descritta dal raggio du^ant* 
al tempo t^ la quale se consideriamo tendere a diminuir^ 

rangole «^^^^ ne avremo flfj^,,s^«^^^ — ^=^— ^^^ . (Le velocità 



di rotazione possono essere positive o negative, ossìa iutfat 
per un verso, o in sensi opposti.) 

Per la più semplice applicazione , suppongo il primo cir^ 
«colo di centro fisso in 17, e tutti i circoli di egual raggio 

r^ e di eguali veloi:;ità uniformi v di rotazione, e Collocati 

dapprincipio co* loro centri sulla perpendicolare HF ali* as- 

se xf G^ Avremo x^^^ = 90"* — , ovvero , preso per unità 

il tempo di un* intera rivoluzione, «^.^^gC" ( i— 4*)* Cosi 

la formula (0) darà y^,t ^fdt^r^sen\^^''{i'-^)\ « 

g^l^co* 1 90° (i—4t)i+X+!r; e le condizioni per deteriai- 

nare le fxio;:ioni X, 7^ di x^t Tispettivàmente , saranno 
y»,* a= 2 r co* 90* s=5 ^ =s e , y„ ,, i= ^|' 1 3= o. Laondo per la pri- 
ma nasce XssCf costante^ e per la seconda naBce T+C 



• '•<'»• «■ 



s=s o ; cpperò y^,, sass r a? co* Jgo* C* ^4* ) L » ^^en Jo v : 36o^ s=r^. 
Similmente dalla formala (d) ai ottiene r^,, s= 

— /tft Si; 605J 90^^(1 — 4*)i=^''^^^^l"9^''(* — 4*)K annullando- 
sì' le diK funzioni arbitrarie per le condiaioni z^^o=^rseni)o^ 
-tasr rx + jB =ra5 , Zo,t = >Kt .=s o. Se vogliasi pertanto T equa- 
siione delia curva jc"^"* y ossia descritta &aìV x.^'~ circolo^. 



sarà 9 eliminandb t , 2;^ sss: rxsen \ Are. cos\ — ^( ; e se si elimina 

la X , nasce Z/ ==/, tarig J90** (i — 4*) f 5 equazione eh* espri- 
merà una proprietà comune deUe coordinate y^z^ rispetto^ 
af eentri" di tutti 1 circoli deL sistèma , dopo il tempch qua^ 
lunque t del movimento. 
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